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I Comeè noto, si stabilisce una metrica generale in una forma 
di 2° specie, considerando una quadratica come assoluto e assu- 
— mendo come. elemento metrico lineare di due elementi M , M' 

l’espressione: 5 


lg (M,M,1,J). 


1 
p/a 


x 


è reale x è negativo e la metrica 


























tutte e tre Moon DIGUIchE si assume come elemento. metrico 
LE 
angolare di due forme di di specie m_, m l’espressione: 


SET 1o = ETC] È LUCE 
; 


*) 5 ia (dg (nm, m', i; $) ‘ 


ite iti a È 


ove 2, sono le tangenti condotte dall’elemento #m . wm' all’as 
soluto. 


Siccome dall’elemento w# .m' in ogni caso non si. possono. di E 


Csi 


condurre all’assoluto tangenti reali, h, curvatura angolare è posi. tra 
3 
tiva in tutte e tre le metriche; cioè in tutti e tre i casi pre- 


x 


cedenti la metrica angolare è ellittica. 


Ciò premesso fra le 0o0° omografie che trasformano la fori E 


pri 


di 2° specie in se stessa ve ne sono di quelle che lasciano inal-| 33 
terato l’assoluto e quindi gli elementi lineari ed angolari; è « ia 
questa famiglia di trasformazioni che ci SCORZE. nel presente | î 
lavoro. 609 


CI I, 0. 
Y ù 
. 


Come si sa le tre metriche anzidette hanno una rappresen — Ri 
tazione concreta nello spazio Euclideo nelle tre famiglie da 3 
o superfici a curvatura costante, positiva, nulla e negativa, cor- ca, i 
rispondendo alle forme di 1° specie le geodetiche di dette super 5 
fici, come risulta dalle classiche ricerche del Beltrami; in questa — 
rappresentazione ai movimenti delle forme di 2° specie corri 3 
spondono le trasformazioni in se stesse di dette superfici, cons 
derate come flessibili e inestendibili. | ). 3A AVS 

Osserviamo inoltre che le forme che può assumere l’elemen 0 0 
metrico lineare differenziale, nelle tre metriche suddette coi ola 
cidono con quelle che assume sulle singole superfici corrispo Met 
denti. 11.0 E giù 


Per semplicità nel presente lavoro abbiamo ossia) e cu to 





vature numericamente uguali ad 1. 3098) 


Roma, 15 luglio 1902. 


Ta pi è 
i Ya* Yo = + A, 3%, + U 343: Ag;%, + Ag9%, + Agg3%3 : 


NERI IIa .  Yy=%,+ d dana, 
È 1 


1 


YZ Vdsuzi. 





Date due proiettività S,S' esse dànno luogo a due proiettività | 



























Una siffatta trasformazione si dice infinitesima, essa fa corri-- 
spondere ad ogni elemento di II un elemento infinitamente sot 
vicino. fis 
Sia ora su Il un sistema finito o infinito di trasformazioni | 
proiettive S, e sia tale che la trasformazione risultante da deea, 
trasformazioni del sistema, appartenga al sistema. Siffatto Si 
stema si dirà formare un gruppo di trasformazioni proietta di 


risultanti S.S, S.S a seconda che si fa precedere S o S'; esse 
sono in generale distinte e si dicono prodotto delle sostitu- 
zioni S, S' in un determinato ordine. Così, date più sostituzioni 
proiettive, si può considerare il loro prodotto in un certo dere 
minato ordine. Il prodotto di più proiettività gode in generale della”: ‘A 
proprietà associativa, ma non della commutativa come è facile ae- 
certarsene. Un sistema di proiettività forma adunque un gruppo 
se il prodotto di quante si vogliano proiettività del sistema ap- no 
partiene al medesimo. Se le proiettività S che entrano in un 
prodotto sono tutte uguali, queste formano una potenza S"; è 
chiaro che nel gruppo entrano tutte le potenze di una sua so- 
stituzione. Due trasformazioni proiettive si dicono l’una inversa 
dell'altra se il loro prodotto è l'identità. L'identità si rappre- 
senta col simbolo 1 e l’inversa di una sostituzione S con S-!.S7® 
ci rappresenta la potenza n° di S_! e si ha qualunque siano È 
m,n.6°.,8° = S"+: in particolare $°.,8S=%=1 od: 
Se un gruppo di proiettività è formato di un numero finito © 
di trasformazioni vedremo che ammette le sostituzioni due a i 
due inverse e quindi la sostituzione identica. Per i gruppi in-o 
finiti questo lo supporremo esplicitamente. O. 
Una prima divisione importantissima che si presenta nei 
gruppi è la seguente: I coefficienti delle trasformazioni (1) che 5 
abbiamo indicato con a; , le quali appartengano ad un gruppo, SH 
possiamo immaginarli come funzioni di più parametri #, ,%,, +... È, bi; 
e supponiamo che #, sia dato tra i limiti <TR Variando #, ‘DE 
sì hanno tutte le trasformazioni del gruppo; ora se i parametri #; 
sono suscettibili di variare in modo continuo il gruppo si dirà — 
continuo, se essi fra i limiti precedenti non prendono che una o 
serie discreta di valori discontinuo. 


N 


0 SAL IT. I, EOLIE I ARTT TEL LI UORUITA c°° # 





Lat 


In altri termini consideriamo la varietà a » dimensioni un ele- 
mento della quale è individuato dal gruppo di valori (#,, #,,..4,), 
se in essa varietà si può staccare una regione (che può essere 
anche tutta la varietà) tale che essa viene descritta da tutti gli 

- elementi (#, , #,, ...t,) mentre questo gruppo di parametri prende 
tutti i possibili valori che corrispondono a tutte le proiettività 
del gruppo; in tal caso il gruppo è continuo. Se invece gli ele- 
menti corrispondenti ai gruppi di parametri (#,,#,,...%) che 
danno le sostituzioni del gruppo formano un sistema discontinuo 
allora il gruppo è discontinuo. Intanto è chiaro che in un gruppo 
continuo si hanno sostituzioni infinitesime; perchè se la S cor- 
risponde al gruppo di parametri (#, ,%,,...t.,) e la S' al gruppo 
di parametri (f, +dt,,#&,+dt,,...t,+dt,) la S_!. S'è infi- 
nitesima. Ma sostituzioni infinitesime si possono avere anche in 
gruppi discontinui. Difatti consideriamo il sistema derivato (Cantor) 
del sistema di elementi (#) corrispondenti alle trasformazioni del 
gruppo, esso esiste se il eruppo ha un numero infinito di tra- 
sformazioni; se esso sistema derivato non si compendia nell’ele- 
mento infinito (f = 00) avrà almeno un elemento a cui corri- 
spondono valori finiti dei parametri sia (#‘°); per la defini- 
zione di elemento derivato in un intorno per quanto si voglia 
piccolo di esso vi saranno degli altri elementi a cui corrispon- 
dono proiettività del gruppo sia (#9) + d# ) uno di essi, se S 
è la trasformazione corrispondente al gruppo di parametri (#‘° ); 
S' quella corrispondente al gruppo di parametri (f#+- dt? ”) la 
S_!. S' è infinitesima. Siffatti gruppi discontinui lo si dicono 
impropriamente in tutta la forma I. Un gruppo di proiettività 
discontinuo pur non presentando sostituzioni infinitesime può 
essere 2mpropriamente discontinuo per qualche elemento di II, 
nel senso che per quanto piccolo si consideri un intorno di sif- 
fatto elemento in esso vi siano sempre elementi corrispondenti 

per qualche sostituzione del gruppo. Ciò di fatto avviene se il 
gruppo G è di un numero infinito di sostituzioni; inquantochè 
se P è un elemento della forma e Pi, P", ...P®.... i corri- 
spondenti per tutte le sostituzioni del gruppo, in numero infi- 

 nito, essendo la forma chiusa questo sistema d’ infiniti elementi 
ammette almeno un elemento derivato (Weierstrass) in un intorno 



























A Su 
per quanto piccolo di; quale cadono infiniti punti P®. Ora questi — 
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disseminato nella forma Il. Per quelle regioni di Il nell'interno 
nelle quali non cade nessun elemento di questo sistema di dea 
menti derivati il gruppo è propriamente discontinuo, nel senso - 
J che si può determinare un’intorno di un qualsivoglia elemento TIE 
È di questa regione nell’interno del quale non cada verun ‘elemento È: vo 
EA per proiettività del gruppo. 30 
È 2. Il sistema di tutte le proiettività della forma Il che si 
ottengono facendo variare le @; fra + 00 e — co con continuità 
forma un gruppo continuo evidentemente, il quale comprende. 
A ogni altro gruppo di trasformazioni proiettive, inquantochè tutte 
5 le trasformazioni di esso appartengono al gruppo generale. Se 
i tutte le sostituzioni del*gruppo G' appartengono al gruppo & sii 
dice che G è contenuto in G ovvero è un sottogruppo di G. Tra 
i sottogruppi del gruppo generale di proiettività merita speciale — 

menzione quello le cui trasformazioni non mutano l’ elemento LOR 
È metrico lineare, qualora in Il si sia stabilita una metrica (ge dr: 
È nerale). TR." 


Medi zie d'a 7 
PIù e È 


È 
D Se 


È chiaro che siffatte latte proiettività formano un o Difatti su 
F Dia MN in MN, i MN, tale che | MN tr a M Ns fat 


PESARE MNi in IN, N, e si avrà | MN|= | M Non eo o 
}- sta quanto si era SAI, Tra le trasformazioni del gruppo vi. ta 
è evidentemente la trasformazione identica. Siano €, , 63; ...6, i STI 
valori dei parametri che dànno le trasformazioni ‘gl gruppo; < 
s'indichino le trasformazioni con f, , f, ; f, avremo in coordinate — 
omogenee: 


y=hh (3 £93 dg; Cis Capeee Cn); Yo = fa (0,39, 43; C1309,++ 0%). 
vi parsa PRI ARRE 


La trasformazione identica corrisponda ai valori €,’ c, (0). - 
c.‘© dei parametri; avremo identicamente 







a,=f (2,3 L90343; c09),...6,), x o =f2(413%3,%3; Ct) 


catia, Edera 


IRE i del 


I) ra 
dcr 


1 dC; (0) 
e ti è un nuovo parametro e se poniamo so) 


Jotremo scrivere: 
VELE dhe 


» DT 6) è una Sr infinitesima; se essa fa rima- 
ere inalterato l’elemento lineare diremo che è un movimento 


ZE nfinitesimo:; integrata dà un gruppo di movimenti. Per deter- 


fainare 1 movimenti si tratta dunque di determinare le ‘7 Se ds 


Da ita AOL 
1 + 6,9% 1+ E,dt 
E 56,6, sono funzioni di x,y: Ora: 
1 
1+ G,dt 


rue — Edi 


d=r+ (E 26,)0t y=2z+ (E, — yz,)dt 
nei, =@  & — yi, =93 avremo: 


y=y+ dt; (4) dx — df dy = Sdf. 


y=d(u,v); N AR Registra 
an du dv 


VS a dv 
du dv 




















NE ep), 


i a 


È) 


ORI 






AS co 


e poniamo: (0, ) 20 (v,%), TIPI ) (u ei 





avremo per le (4): 


Che potremo scrivere: 


(4) du—= 9 do Odi. 


ds° = da° + dy° 30 
Quadi: | ci 
(DI dsdds = dedda + dyddy = 0. L: 
Ora per le (4) ; 
Ba=( ded Li d=(% dx + do 
dx dy . da dy 


Quindi sostituendo nella (5) 


5 9 9 
iL) da° + n ni dedy = 0 
da dy da Y 


e poichè dx, dy sono arbitrarie: 


(6) do _ o (6) OLE di (6”) do di SOGNO a 3 
da dy da dy. SS 


È + SLC ua s da i d°® 
D erivando la (6) rispetto a y si ha: 


de ale di 
" dady da a 


dady 


%, x, 6' sono delle costanti; per la (6) si ha x +e" —0 
dia potremo scrivere: 


Srna iii 


dr st 
B4oy Bagno 
ui A 0 da fui no 
i posto: yzu— —, x2v+— si avrà: 
: lo d 


du _ 


d°u ; 
t+xuTZo0. 
dt* 


integrale generale di questa equazione è, come sì sa, dato da: 


A co deo Bscnat 


v—= A sen xt — B cos at 


Po lo £=0 BI OMIGNOLA: fu) i ti 
i da TÒ si ha 


v_0%, cos 6 +, sen at. 








Maia o gt 






È 


Se poniamo — =1, Pi 
i A x 


di u,v; x,y sl ha: 


= m e nelle formule precedenti al posto 


y+!=(Yy +4)cos at — (a, — m) sen 28; 
ar—-m=(%, — m) cos et + (Y, + l) sen at. 
Ovvero anche: | 
y= (cosa —1) + m sen xt+y 08% —x, sent; | 
a=m(1— cost) +/senat+%,c08 26 +y,Senat 
Ponendo infine | | 
l(cosat — 1) —msenat =Àh, 
m(1-— cos at) +/senat —k, ax=—@ 
potremo scrivere 


(Orly h-4-y, 00884" a ton 95 azk+2,0089 — — SE 


Queste formule rappresentano un gruppo eontinuo di movi- | 
menti; è facile verificarlo. Difatti se (4°, ,%) (£0,%) Sono pine. 
Snai (2,4) (€,y) sono i corrispondenti. 

Si ha evidentemente: 


y-y=(Y,— Y)0089+ (4, — £,) sen 9; 
a -a=(2,—%) 60890 — (4 — Y) sen 8 
da cui quadrando e sommando: 
(4 Pa “” ia (e ga x) — (Yo se Yo) n= (1, vr» Mo) 


ciò che dimostra che le (9) sono movimenti, esse poi formano ; 
un gruppo continuo perchè %,%,© sono suscettiniti di tutti i i e. 


valori da + 0 a — 00 reali. No i movimenti 
i mo A 

l v #5 n 

S;y na cos0, + sen®, ira EE ia 


dalle (9) sì può scrivere 


etiy=zk+ih+(£,+ iy;) (c0o60 + è sen 0) 


a e A A sal x 
‘4 i MEGCN 
— 15— 
È 


osto 2.+ iy = a kt+ih—a avremo 


J eZ2aA+ 2,69 


cf E AO EE n RETE 
qui dedneiamo: 


Ss=s. Si ea; + ae O; +e +9;); 


ppt a — di Lei pg; +0). 


Traza, i 
ine 


x 


Ò scrivere: 


od lr ONT eî®) ogg: Pn AA (2 — €). 


chi invariata. Se nelle CoEto La supponiamo 
zo (1 e), aj = e; (1 ei) avremo 


Pi DoS Sai; + ePi(cj— 6) — ere) pe ge 0;E; 


=$ s ; ari gt (Ol Ge ORe O e 


Due GdL el; +9), + zel9;+9)) 


di Ss". gi c;(1 LOR: el9;+9;), + ge9;+9;) 





ha centro e la sua equazione diviene: 


Ue 


seatre?; dale traslazioni per cui 9 è fisso e varia r è 
| cile vedere che gli elementi descrivono una forma di 1° sper 
che forma con l’asse «=0 l'angolo ©; difatti si ha 


x 27089 + - y —=rseng +y 


MATE: perD. - 
e però: ——_=cot9 ciò che dimostra quanto si AI ssterito. i 


Le traslazioni a loro volta formano un sottogruppo; si die . 
ampiezza della traslazione se si hanno due tras 


il loro prodotto, unico è: 
S.S=9".S;, cca, ta,.+eZa + 


da cui si ha: 
rette = ret? 4 rye8k 
ovvero: 
Te COS De — 70089, + 70089, T.S6Nn96 — 7,809, + r,sen 


è 


Da queste è facile dedurre che l'ampiezza della traslazic "gi 
prodotta è in grandezza e direzione la diagonale del parallelo-. 35° 
gramma costruito sulle ampiezze delle traslazioni fattori. 

In generale il prodotto di due rotazioni è una rotazione il 
cui centro è dato da. 

Se Cj + De ce C;) _ c;e(0: +9) 
MARITO _ d0;+9) 


a meno che non sia 0; + ®,—=0 che in tal caso le dné rotazi joni 
danno luogo a una traslazione ece. Vi sono forme di 1° spec 
trasformate in se stesse da un movimento? L'equazione d "una 
. forma di 1° specie è, se m=m, + im,,u=m mi. 


(16) me+ul+b=0 





È mei + ut +b=0 (m+ ue + d) 
sostituendo si ha: 
mat pa + db+ emo + eu =p(me+ + 5) 
qualunque sia 2 e però: 


me p=c Lire er —o) 20 ma+px+b(1—)=0 


ui ciclici. Ciò ha pa anche per le traslazioni per le quali, 
ome è evidente, tutti gli elementi della forma all'infinito sono 


a) Rotazioni intorno ad un centro c di equazioni : 


Pr Peo G) 


sa ove c è l’affisso dell'elemento unito, © aofiaha della rotazione. 
—  b) Traslazioni lungo una fa di 1° specie, di equazioni: 


3 LEA-M 


ro che scegliamo come origine degli assi. Siano: 


asa 


sn 1% specie che ha per centro il centro di rotazione, le quali 
4% proiettività hanno per elementi uniti gli elementi (duali) isotropi. 
e i ppgdi. se ©, sono gli angoli che le forme di 1° specie a, a' 





SSIT 


proiettanti dal centro di rotazione gli elementi 2,2 fanno con 
l’asse delle o si ha arge — 0 arge =® e della (1) 





oTZ9+0% 
e però: 
ino — inv 
ino 


(2) 1+ tino - tino = 


Ora fino, tno' sono le coordinate nel fascio di a, a e la (2) è 
l'equazione di una proiettività; variando ® si ha un fascio e 
gli elementi uniti sono gli elementi doppi della involuzione 


ino inv 410 (0 ei 2) 


cioè sono dati dall’equazione 
inn +10 
. x 4 Y . 
e poichè Ino =-— si ha: 
x 
y+a —=0 


come volevasi dimostrare. Esse quindi formano un fascio di proiet- 
tività ellittiche. Consideriamo una rotazione del fascio; la sua 
n.° potenza sarà 


(3) e —em9,, 


Se © è incommensurabile con 2x dico che vi sono delle potenze 
della (3) infinitesime. In tal caso (*) 27x =@ ove « è un nu- 
mero irrazionale; ora sviluppiamo pz ove p è un intero qual- 


AIA : . IM ì Î 
siasi in frazione continua e sia Da una delle ridotte tale che pre 
Mm 


sia piccolo ed arbitrio. Avremo: 


| n | 1 
pira Sorendì sa porta 
| Mm. | Mm 


e però 








Mm 


a Èù chiaro poi ai per nessun valore di n può aversi e°”9 — 1, 


De: dovrebbe essere no : = 2mrn ° sarebbe O commensura- 


-s sodi è impropriamente discontinuo in due la forma 
di 2° specie. Sia ora ® commensurabile con 27 e poniamo 


DET essendo 9, p primi fra di loro, la (3) diviene 
Bigr 
Rael Pai 


ò I indichiamo con S questa sostituzione la 1° potenza di S per 
ni si abbia SS—1lènT_ p essa è periodica, e si ha S” = S”” 
mem D). Ora la MS è potenza gq della rotazione 


Din 
Yo PAD 


1 essendo 9g 


“U VA "Ade 
_ Una siffatta rotazione si dice ciclica, p è il periodo; da quanto 
si è detto sopra segue che se 9, è uno dei 9(p) numeri minori 





ice pose 
di p e primi con esso la rotazione 


2g;Ti 
P fini APRO 
è a periodo p, e tutte le sue potenze riproducono in ‘altro or- 
dine le rotazioni: 


27, 2QgT 
Mint, 


—_- 
ni zi ; p 
Fiera AIAR Pffreonta SIMBIOSI 


20, (p)T 35, 
a pg zie è gene i 


Invece la rotazione: 


| 


se % e p ammettono per. m. c. d. è, ammette il periodo 4 


DI 


come è evidente. 

Segue che il sottogruppo formato dalle potenze successive 
di una rotazione ciclica è di p sostituzioni; e il gruppo è pro- 
priamente discontinuo in tutta la forma; e le successive potenze 
della sostituzione ciclica sono cicliche e hanno per periodo 0 p 
o un suo divisore p;; quelle che hanno a periodo p; sono © (,) 
e difatti come si sa: 

Do (p)=p- 

Viceversa se vogliamo che un sottogruppo di rotazioni sia pro- 
priamente discontinuo tutte le rotazioni debbono essere creliche 


perchè nel sottogruppo entrano tutte le potenze di una sua sosti- | 


tuzione, ed inoltre deve contenere un numero finito di rotazioni. 
Difatti sia 2 un elemento della forma di 2° specie e 2°, 2%, 2%...... 
i corrispondenti per le sostituzioni del gruppo. Questi elementi si 
trovano tutti su un medesimo circolo (y) di centro, il centro di 


rotazione e però se sono in numero infinito ammettono almeno | 


un elemento limite (Weierstrass), se 2 2 sono due elementi 
nell’intorno di essi, la rotazione che trasforma 2”) in #0 è infi- 


nitesima. Essa sarà dunque, come si è detto, formata da un 
numero finito di sostituzioni cicliche di periodi p, , p, ; -- p, e delle 








Ori 


EBIAI 
er € AT 


2ri 2ri 
rea ale oa a ale 

Se m è il minimo comune multiplo di p, ,p,,..p, 

la proiettività 


P3 % 


consideriamo 


— e però la S, è po- 
D; p p 


mM Ni 
ponendo — —%, si ha S'=S,. 


Ora #,,%,,..n, hanno per m. c. d. 1 e però per un noto 
di aritmetica si potranno determinare dei numeri w,; in- 
teri tali che si abbia: 


eresie ola. 


cò dimostra l’asserto. Di qui segue il teorema: 


< pe gruppo propriamente discontinuo di rotazioni che 


I = 54 rei? 


2 =2+ nre 
tutte queste potenze formano un gruppo di traslazioni com- 


to d’infinite traslazioni propriamente discontinue in tutta la 























sando nell’elemento all’infinito della direzione della traslazio1 
Siano due traslazioni TUR 


(2) e'=z+ re (2) e 24 00 


. . . . . . , RL 
interi fra di loro primi si ha So Li e se o è la mass. com 

s q “ 
misura 7 = p.g s=9-, quindi le due sostituzioni sono mul- 


tiple della sostituzione 
(3) 2Z2+ pet 


Ora la (3) appartiene al gruppo generato dalle (2) (2) dp: 
essendo pg i primi fra di loro esistono due interi w , n tali che 


, mp+t+ngqg=1; mr+ns=p. 


Quindi il gruppo generato dalle (2) (2°) è identico di quello E 
generato dalla sola traslazione (83). 
b) Siano » ed s incommensurabili: si ha se « è irrazionale. Le 


(2) s=84 re (2'Ve) 2 —2+ rae® 


pr aa discontinuo. Difatti se al solito si svolge « in frazione È 


mM 9 
continua si può trovare una ridotta tale che sia x — — = 
n 


essendo e piccolo od arbitro e però : 
ma — m e; Nar — mr er 


e poichè er può essere resa piccola ad arbitrio, il gruppo avrebbe pio 
una traslazione infinitesima. as 
Consideriamo ora il gruppo generato da due tr È i 


e 


diversa direzione: | | a bi % 
8) Speedo G) Spe =2+ pe +20) ) 
"RTE 


È facile vedere che questo gruppo non ha trasformazioni infi- — 
nitesime. Difatti le sostituzioni di questo gruppo sono di 3 tipi. 





UT renali TRE 





iran we 


(5) S,1%, (#9) 6°, (#89) 5,7. S,”. Poichè si ha: per la S,7! p. e: 
228 — re ece. è chiaro che nelle (3) (3') possiamo sempre 
supporre r,g > 0. Ciò posto poichè nessuna delle (*) (**) è in: 
finitesima, rimane a vedere se lo può essere una delle (***) ove 
nè 7, nè n possono essere zero. Si ha: 


S.S; e =2+ mrei0 + noe” = 2 + ce” 
ove: 
o° — (mr) + (no) — 2m - nr - 0008 (0 — w) 


Ora siano in 1° tuogo wm,w» dello stesso segno si ha: 








5 p9—- 
c° = (mr — ng) + 4m- nrosen° —T 
| ) 1 23 0 —-%w 
e qualunque siano #m, » slavrà c >2|/x;- sen È 
\ 
sl 
Se m,n sono di segno opposto si ha: 
0 — 
0° — (mr + np)° — 4m - nrpcos 
_ 2 
0 — % 





e qualunque siano wm,n si avrà oc > 2/7; COS - 
\ 
il 


9 


E ciò dimostra che c non può divenire infinitesima, e il gruppo 


non ha traslazioni infinitesime e ciò basta in questo caso per 


asserire che il gruppo di traslazioni è impropriamente discon- 
tinuo in tutta la forma di 2° specie perchè nella sostituzione : 


di gilet 


qualsiasi elemento della forma di 2° specie ha dal suo corri- 


spondente la distanza: 
mod (2' — e) = 60 


Fa eccezione la forma all'infinito su cui sono gli elementi 
derivati. 

In una traslazione sono trasformate in ge stesse tutte le forme 
di 1° specie parallele alla direzione della medesima; queste si 
dicono traiettorie. Siano a le traiettorie della traslazione S,, 
b quelle della S,.I due fasci di forme (a), (0) parallele divi- 



















dono la forma di 2° specie in un reticolato di parallelogrammi 


red — 


(i 

to: di lati rispettivamente + si Dalla stessa costruzione di quest La f 
x reticolato risulta che se 2 è un elemento interno, ad uno di questi 6 | 
s parallelogrammi p. e. P; ogni suo corrispondente è fuori di PI. 

z in un altro p.p.g-P, del reticolato, e che gli elementi. dei i a 
$ lati opposti di P, si corrispondono due a due come anche i ve “E È 
$ tici. Sa 

4 Ad un reticolato parallelogrammatico della specie suesposta Ò 

b: corrisponde un gruppo propriamente discontinuo di traslazioni | E 
* nella forma Euclidea. Difatti se #, sono le lunghezze dei lati. fn: 
> di un p. p. g. P;;0, © gli angoli che formano con l’asse della CRI 
n° le Sablazioni che gengHnio il gruppo sono le (3). — i 

3 Viceversa dato il gruppo mediante le (3) ad esso corrispon: 3 
È dano infinite reti di parallelogrammi. Le (3) sono rame 
È del gruppo perchè mediante esse si possono costruire tutte. le | 
a traslazioni del gruppo, ma non sono le sole. Difatti ponendo — 


—a get —8 due sostituzioni del gruppo siano 


Perchè queste possano essere assunte come fondamentali Sar fe 
che si possano determinare altri 4 numeri #2, w'; pg tali 
fe che sia Rai 

i mi+nd=za  p{+qd=8 


Perchè allora le (3) (3°) appartengono al gruppo generato dalle 
(4) (4) e questi due gruppi coincidono: sostituendo nelle espresso agi 
precedenti al posto di y,ò i loro valori e annullando i coefi 
cienti di x, © si ottengono le equazioni: 





mmt+np_l, mn+nq=20, pm+qp=0, pn+ pill î 
dalle quali : RI SCARA E 


LA r 


de 
Pie 


Pd 











e poichè si tratta di numeri interi si ha: 


(o) ata, .... (50) Zeta, 


possono | assumere come fondamentali quelle fra le (5) che 
10 Pi ovvero tali che la corrispondente 2, non si 


n 
Domi8) do 
1 


n n 
Nim a =0 Data 0 
1 


1 


n n 
DEE dImiba, =0 
1 1 ; 


DI, un sistema di soluzione delle (7) 


EDI ped » » » CA) 


(70). 





Consideriamo il determinante 


DID es IE 
' (44 
bela Pa DIE, 


Da CO .» Pn (8) Pa PAIA 


Le prime s colonne di D sono le soluzioni trovate delle! (ol Re 
zioni precedenti; la (s+- 1)“,...(n — 1)° sono formate con nU- 
meri interi arbitrarii e l’ultima è determinata in modo da. avere. 


LD persa | 
ovvero sviluppando rispetto all'ultima colonna: 


(9) Py + Py], +... +Py, 1 5 


I numeri della (s + 1)°,..(n —1)° colonna bisogna scegliersi si 
con l'avvertenza che P,,P,,..P, abbiano per m. c. d.dj all 
lora un sistema di osi della (9) sia n 


yz AE 


Poniamo le equazioni : 
pi Pi Pa f. = De 


ove i P;* sono i minori degli elementi di D. Le 8, : 6.9 
sono amplitudini di traslazioni del gruppo generato dalle 
Esse possono essere assunte come fondamentali perchè inver 
mente si ha: 


3 Vi Dp,e; pg %s ema )B; ’ 
i 


Sostituendo questi valori di 2 nelle (6) si ha: 


Per le (8) il coefficiente di Pn È ble quello degli bi 











SOT 


dente essendo i 9g numeri interi 





et 4.8) 


e queste relazioni ci dicono che tutte le traslazioni del gruppo 
sono generate dalle traslazioni fondamentali distinte, in numero 
di n —s: 


gato bito ee LB, 


Considerando un gruppo di traslazioni cenerato dalle fondamen- 
le) p ©) 
tali distinte: 


br —2+0,, S,=z5=z+0,.... S,=4Zz22+Ù, 


essendo @,,...0, dei numeri complessi se » > 3 il gruppo (di- 
scontinuo) contiene delle trasformazioni infinitesime. Questo teo- 
rema è in sostanza dovuto allo Iacobi. Esso si rende geometri- 
camente evidente mediante le seguenti considerazioni. 
Consideriamo il sottogruppo G di traslazioni generato dalle 
5,9, e consideriamo una delle divisioni parallelogrammatiche 
della forma di 2* specie che corrisponde al sottogruppo G. Sia 
P, uno dei parallelogrammi della rete. Se 2 è un elemento della 
forma di 2* specie esiste una traslazione di G che trasforma 
z in un elemento c, di P,. Sia dunque 2 un elemento della forma 


" 


di 2° specie e consideriamo gli elementi 2°, 2", ...8,... tra- 
sformati di 2 mediante le successive potenze di S, che sono in 
numero infinito. Come si è detto sia T', una traslazione di G' e 
però di amplitudine p,0, + 4, che trasforma 204 in 2,69 interno 
a P,. Tutti questi elementi 2, sono distinti, perchè se 2,0%), 2,00 
coincidessero, il prodotto delle trasformazioni che portano 2, 
in 2%, e 2,5 in 24 rispettivamente sarebbe una potenza di $, 
e però si avrebbe 


(Pr bi ui (dr, Eta dr) _- ip, 


mentre si suppongono le (1) indipendenti. Due elementi 2, 2,9 
si trasformano l’uno nell’altro mediante la traslazione del gruppo 
che si ottiene facendo il prodotto delle tre traslazioni che por- 
tano rispettivamente 2,9 in 2; 2 in 2,20% in 2,9. Ma sic- 



















. i È 
come gli elementi 2, in numero infinito sono tutti contenuti 
in P, essi ammetteranno almeno un elemento limite e però se | 
250, 2,4 sono due elementi corrispondenti in un intorno infi- 
nitesimo di P,, la traslazione che porta 2, ,in 2, è infinite- 
sima. Iacobi ha enunciato il topo nella forma aritmetica: 
se tre numeri complessi ©, , è, , 2, sono linearmente indipendenti; 


sì possono determinare a numeri interi tali che si abbia 


mb, + mb + mb <£ 
ove e è piccolo a piacere (*). 
6. Consideriamo nella forma Euclidea un gruppo discontinuo 
d’infinite sostituzioni e supponiamo che il gruppo non contenga. 
sostituzioni infinitesime. Intanto il gruppo G non può contenere 
più di 2 traslazioni distinte in direzioni diverse. Inoltre il sotto- — 
gruppo delle rotazioni del gruppo G che hanno uno stesso centro 
sarà formato dalle potenze di una rotazione ciclica di periodo w 
essendo n un numero intero finito. Sia M un elemento della 
forma (non appartenente all’assoluto) e consideriamo un intorno 
di M circolare e di raggio o; due ipotesi possono farsi. 
a) O esiste un valore di o abbastanza piccolo ma finito e 
tale che nell’interno dell’intorno (0) non cadano centri 0 di rota- 
zione, eccettuato al più M che può essere esso stesso eventuale Lal 
mente un centro di rotazione del gruppo. di 
6) O per qualsiasi valore di o piccolo a piacere esistono nel x 
l'interno di (5) dei centri O di rotazione in numero infinito. In | ; | 
tal caso, siccome ad ogni centro di rotazione corrisponde un 
periodo n» e questi periodi sono finiti, vi dovranno essere in un 
intorno quantosivoglia piecolo di M almeno due centri O 0' di 
rotazioni i cui periodi sono uguali, e però ad essi corrispondono 


D » . di 2r » \ < 
due rotazioni del gruppo della medesima ampiezza —. Siano c, 2 $ 
S i 
gli affissi di O, O' sia 2 un elemento qualsiasi della forma e 4, va È 
i corrispondenti per le due trasformazioni, si ha: 


Ori Ori 


a —enze” (e—-c) e, ce" (e—-c) 





(*#) Vedi Casorati: Funzioni di variabile complessa. Vol. 1°. 


Dar 


e,=zz+(—c) 1—e ”® ) 


| ora se m è l’affisso di M si ha 


Jossibile. Di qui risulta: 
JE sl I centri delle rotazioni del gruppo formano un insieme 


le 20 è ciro di 2 TE una trasformazione del gruppo. 
chiaro che esiste un limite inferiore » della distanza | ath) 
Sia 2® corrispondente di # mediante una rotazione; si ha 
2ri 


a — crze"n (e — G,) 


Ir 
oa (ear (l'egl a) 


ri 


|e®-e|z]|je,—a| |1—-e" 








coi RE 


Ora per quanto si è visto esiste un limite inferiore di |e, — e] 
finito, e poichè m, è un numero finito, esisterà ancora un limite. 


rd 


inferiore di °° 








un numero 7 > 0 finito e tale che 


gin) ie 





pat a 

qualunque sia 2 essendo 2% un qualunque suo elemento corri- 
spondente; ovvero si può determinare di un elemento della forma 
un intorno nell’interno del quale non cadano altri elementi cor- 
rispondenti; ovvero il gruppo è propriamente discontinuo in tutta 
la forma di 2° specie eccetto la forma all'infinito. Tutti gli ele- 
menti corrispondenti di un elemento della forma formano un 
sistema isolato che si condensa in un elemento della forma 
all’infinito. Si ha dunque il teorema: 

«Un gruppo discontinuo di movimenti privo di trasforma- 
zioni infinitesime nella metrica Euclidea è propriamente discon- 
tinuo in tutta la forma di 2° specie eccettuata la forma all’in- 
finito ove lo è impropriamente ». 

7. I movimenti in una forma Euclidea fanno parte come sotto- 
gruppo, nel gruppo di trasformazioni 
(1) ezMmzt+n 

Per i movimenti si ha mod. m = 1. Se al solito indichiamo 


con 6, ,u,v i complessi coniugati di 2°, 2, 72, n avremo per la 


SI, 


distanza elementare: 





ds* = dz - d‘, 
e però: 
(2) ds? — my.ds* 


eioè il rapporto di due distanze elementari corrispondenti è 


costante e indipendente dagli elementi nei quali si considerano 
queste distanze. Se in un elemento ( , y) si considerano due ele- 


menti lineari dx, dy; Sx, dy il loro angolo è dato da: 
da - dy — dy + da RIA ali. da - dy — dy - da 
V(da' + dyf) + Va + dY) 
dx | dx + dy + dy 
V(da + dy°) (dx° + dî) 


tino — = = 
da - dx + dy - dy 


COSO 


Ra RITO 9 da 


|; di qui segue che possiamo determinare. 


tt Lat 


À 


i Sg 





da queste uguaglianze si deduce: 
— Bio de - è 


e TEC ———__— 
di » de 


RS però se 2,4 è l’elemento corrispondente da', dy ; dx, dy' le 
GRECI corrispondenti alle precedenti, &' il loro angolo, si ha: 
ea de' - de. SC vt ded de 
‘dl: de Me dEi 


dsz—-|m]|-ds- 
RI da, dy; dx > dy sono due direzioni, © il loro angolo, de, dy'; 
; da, 3y le ne ' il loro ni si ha: 


a Mio E AIAR 


e SO = 
TIT Fr i 


essi 1.0) 


i > similitudini inverse si ottengono dalle similitudini dirette, 
ampliando il loro gruppo mediante la 


daizk 





BA 3), gi va 
la quale, come è evidente, è una simmetria ci rifl 
sione rispetto all'asse delle x. Tutte le similitudini diret jo 
inverse formano un gruppo, e in questo vi è il sottogrup pi 
dei movimenti ampliati formato da tutte le sostituzioni per 
quali |m|T1. SSA #i 
I movimenti di 2° A Redie.i sono quindi dati dalla formu rmule A: 


sà wi 
(5) _ d=0%+n. “a 
Fra questi meritano speciale menzione quelli che hanno carat — 
tere involutorio e quindi applicati due volte di seguito all’ele- e 
mento riportano all'elemento iniziale; però se Sè è uno di essi. ic 


si deve avere S° —1; cioè, poichè 
10 
Si eazztve + 
10 
x i0 bag 2 
dovrà essere vel” + n —=0 ovvero: ve + ne 
se p è un numero reale: 
(0) ) _ 0+n 
2 


Tak dI vp de 
ne DES L'E A 


e però la trasformazione è della forma: 


ì ._,0+7 
10 O) D 


2 e + pe 


Gli elementi uniti di questa trasformazione sono dati da: 


pa 


RS 
= Ly ’ 


(5) ‘O 10+7 —- i — 0. . pa 
() 
2 2 
ace C+pe. — deo 
Ciò essi sono in numero infinito e il loro luogo è la forma i di 
1* specie 


dos Pec ; p 
A 2 o uo 














adi >, DRAG 
che muta la (6) nella y=0, muta la (5) nella 
8, = C; 


e però «I movimenti di 2° specie che hanno carattere involu- 
torio sono delle riflessioni rispetto alle forme di 1° specie della 
forma di 2° specie Euclidea ». 
Queste riflessioni sono poi le trasformate della riflessione fon- 
damentale 2° — $ mediante i movimenti della forma di 2° specie. 
Due figure corrispondenti in un movimento di 1* o di 2° specie 
hanno gli angoli e i segmenti corrispondenti uguali, esse si di- 
cono direttamente uguali o congruenti se corrispondono in un 
movimento di 1° specie, inversamente uguali se corrispondono 
in un movimento di 2° specie. 
Relativamente ai movimenti di 1° specie si hanno le seguenti 
proprietà evidenti: 
a) Due traslazioni sono invertibili. 
b) Due rotazioni che hanno il medesimo centro sono in- 
vertibili. 
c) Due rotazioni infinitesime sono invertibili. Una rotazione 
infinitesima ha per equazione: 





AO È ; 
ti 2z+dn=z(1+:d0) + dn 22+ 40 + dn. 


Eseg =2+i2zd0,+dn,;2 = + izd09,+4dn, sono due 
movimenti infinitesimi, a meno di infinitesimi di ordine supe- 
riore si ha: 

e =e4+ted(0,+0,))+dn +) 


ciò che dimostra il teorema. 
8. Consideriamo ora nella forma di 2° specie una metrica 
generale. L'elemento lineare sia della forma: 


ds° = du° + 2g (u) dv 
essendo x— cost., v = cost. un sistema ortogonale isotermo. Si ha: 
dsdds = duddu + 2g (u) dvddv + dv*g' (u) du 
e sostituendo per du , dv i valori: 


du —Q (w, v) - dt do=09 (u, 0) - dé 


avremo : 


ds - dds = du ES du + e dv + 2g («) def 
| du dv | du 0 
+9() Qu, 0). do° 


ovvero ordinando e osservando che dds = 0 ns i, Sal D. 
E di ua 
SARE, +. 29 (#22 + g(1) O (u, su do +68 ‘dt o 
du ] 
(Barra | 
dv du i 


Da questa equazione si deducono le equazioni di condizion 


AO de, °° Sara 
1) — =0 (1) 2g (7 —+g(-Q0 
(1) da (1) 29 (u) "ne! g(U) fregi 


1”) Pao g(u vo 


Dalla (1) si deduce: 
2) Q=9@) 
Dalle (1°) (1°): 


d_ 14 LE 
nati FIL 90 0 Ole 


Da queste si deduce: 


4) L= gu. 2 2 ly) 


Dalla (4) segue, se m è una costante: 


d°lg + glu) _ 


© v@=m 6 ELL 
n 





di n ES i 
— 985 — 
SISI 


x 


fia 6) Lisita do aio di cui è suscettibile g(u). 


© = Kup (0) +4 (0) 
dO I 


EM +10) 
; 


gg) =m f —-. 
du I g(U) 


4 s Lal disaa nella (7) si ha: 


a (0) + gole) = 0 


2 


SA fo faid a i, (10) Q=9(0) 


g(u) 





9. Supponiamo ora che si abbia nella forma di2 9 specie u bo 
metrica ellittica, e di aver scelto per sistema coordinato un fascio : 
di geodetiche e i circoli ortagonali. In tal caso si ha, come sis a: 


ds° = du? + sen?u - du? 8) 
EL: 
avendo fatto 4 =%=1 per semplicità; e però 9g («) = 2A 


veg però: 
sen.’v 


e però per la (6) nel n. 6°: 
o(e) =, + ce" — M cosv+ N senv = A cos(v ar 


e per la (7) 


a du d 
=:qg—- — lq gu) aq —2 cons 
dA) ar: ggu=9q | 


e sostituendo nelle (10) (10') 


“ br 


O —=r —Asen(v+ 2). cot 24 008 (0 vi 


BS 


pa 
bg. 


e però le equazioni della trasformazione infinitesima sono: An 


du — A cos(v+ a)- di dover — Asen(v+ a). me ù 
Si ha così il sistema differenziale: i 


du dv 


— 


A cos(r+a) r — Asen(v+x)-cotu 


Per integrare questo sistema differenziale cominciamo dali po 
invece di v + « per semplicità; avremo 


du dv 
(1) —— =————6 pra 
A cos v vr— A senv- cotu 


Poniamo :. 


(2) & — tgu-senv, pi ion VEE 
n 





e però differenziando 
de È dv senv du 
— =iqu-cosv— + ver; 
dt di “cosu  di 


pre 


dv cosv du 
Mes Ve n 
di costu di 


=r-tgu-cos v+ A seno coso tg°u 


”, 
"tag 


— Analogamente si trova: 


vvero per le (2): 
du 


: ISMEA 
so A+) 


indeterminata # di # ponendo: 


7 prat] Ag 


RSA It 2+ÀAx 
di ed: Li 


è # 


do la (3) si ha per le (3) (3) 


ue 
rivan 





MIR 


ove (*) 8° —r° + A°. La (4) integrata dà, se M , N sono due co- 
stanti arbitrarie : 


(5) y= M cos B# + N sen 8# 
dalle (3) 3‘) si ha: 


(5) v=r f ydt=-— (M sen B#— Neos) +0. 





(5) = A [yli= 02 (M sen 87 — N cos #7) +D 
Fra C e D esiste la relazione 
—rC+AD=0); Ss 
A 
Facendo # —o nelle (5) (5) (5”) si ricava: 
M SY si L0Z%i PISA 

OVVero : 

M_=y;, —rN+60C=8fax,;  AÎN+pCZABa, 


Risolvendo queste equazioni si ottiene: i 
N(A°+r°) —B(Ag—ro); B(AF+r9)0 =AB8(Ax, +72) 
e per la (*) 

Nè Az, — 1%; B°C CA (Ax, +74) - 
Sostituendo questi valori nelle (5) (5) (5) si ottiene: 


r/ Az — rx i A 
‘Hess Tv sen ff — —"—_ _cos pe) + ro (Ax, + 74); 
} . 


V 


Agg — ra 


y =, 08 Bt + ° sen Dé 


— r% r 
aEZ— n (4, sen ft — = sen n) + An +rs). 
3 "a 


N 


Rimpiazzando 4,9, con 8°x, 6°*y, 8°*y e ponendo B#= è si ha. 








‘a meno di un fattore comune: 


fr ...: cosw) a, HT VERA + A°-.seno-y, +7A(1— cosw)20 
y=—-r- VIE FA + A°-senm-x, +(r° + A°)cosm-y, + 
+VI+A +A°-A-senw- 


=rA(1—coso)z, CLAV SAR Ti + A°cosm)z;. 


Mt 008) + at + A°seno- n, +rA(1— 08%) 





C rA(1— cosw)t, — AVr°+ A°seno - n, + (1° + A? c08 0) 


va ri + A seno E0oÌ coswa, +AVr°+A° seno 
TO rA(1— cosw)t, — AVI + A? seno n, + (1° + A? c08 0) 





10. Consideriamo tutte le trasformazioni per le BRE Ai 0% 


a=tr°cos0-%, + senoy, y=—r senò-x, +r°c0080%, 
> PIRLA i LIE 
FTA, 


x 


è 
formano un gruppo: esse si dicono costituire un fascio di rota- 
zioni intorno all'elemento € o n—=0. Le equazioni di questo 


Sasà 


e +in =: 





gi LE INA 
ida DI 1007 n 


+ 
di aa 
a 


A 


Ritornando alle (6) del numero precedente sel facciamo inv ce 
AA RATIO CR A* al ABe or da si ha: “na 


if gita sen w Xx "The 
+V1 ? seno + 2, 


= CEIASE —VI1+p?senmy, + (4° + 0080) 2, 


Queste trasformazioni proiettive sono in numero doppiamente 
infinito. È poi facile verificare l’ identità: 
C+y+2=(1+20+ 4) + 760508 "a c 


i guai î 
bt Sag7 stato 


e quindi queste trasformazioni trasformano l’assoluto in sè stesso. 
Per trovare le trasformazioni più generali bisogna tornare alle — 
formule: | 


7. 2 


<= tgusen(v+ 2) ui = tgu cos (v + a) 


che svilnppate dànno: 


6 = éc08x + nsena; n'=ncosa — gsena; 
Da queste formule si deduce: 

(3) x —xcosx+ysenz y=_—zxsenx + y cosa 

e risolvendo rispetto a «x, y: 

(3) ax cosx — ysenx; y—_x senz + y' cosa, 2 

Di qui si ha trasformando le (2) mediante le (3): 


a=2,}(1+p?cosw) cosa +uV1+ pp sen sena {+ — 
+4, -(1+*coso)senx+uV1+ p% venete 14 
+tp(1— cosw)z, È 
9324] —_ AVA ten ese 4 
+y,}% VI+p sen senz + (1 + eo a 0088 e 
RADIO sen © 2°, 





7 
& 
0) 
1 
DI 
ca 
da 
dec 
ti? 








PAR A SE 
Da queste si deduce per le (3): 


(4) x =} costx + coso (u° + sen 2)(z, +]gV1+ tu seno — 
— senz cosa (1 — cosw)|y, +}cosa (1 — coso) + 
+V1+w’senosena|z, 

y=—}pV1+wu®seno + sena cosa (1 — cosw){ x, + 
+ }sen?x+ coso (u?+ cos 2) {y,+}V1+ uv? sen ® cose 
—u(1— cos) senz, 

“=|p(1— coso) cosa —-7V1+w?senosena| x, — 

— |p(1— cos)senx + V1+p?senw cose | Y, + 
+iu° + cosm} 


E queste sono le più generali formule di trasformazione. Poichè 
dalle (3) 


day 2 +y 


è evidente che anche le (4) trasformano l’assoluto di se stesso. 


Esse sono in numero triplamente infinito; d’altronde è chiaro 


che tale è l'ordine d’infinità dei movimenti. Difatti siano le equa- 
zioni più generali dei medesimi: 
MY 0) CC) Yot o) Ciree Gr): 
fa (0 Yor 405 C1300-07) - 
Determiniamo quei movimenti tali che ad un elemento %, , % ; 4 
corrisponda un determinato elemento %,,y;,z,. Avremo fra le 
C1 36,3; -..6, Che sono almeno tre, le due equazioni 


Ly: 2, = (C0rY0r 405 19000 6): Ta (Ma Yor doi Gr): 
Se 
Da queste due equazioni deduciamo: 
CI = 1 (L1Y11 715 Lor Yor 403 C300++67) 
di fi PE CIO POSTE Lor Yor #03 € 3 IA 


e però tutti i movimenti tali che a (4, , % ; 20); corrisponda l’ele- 
mento (x, ; Y; ; 2) dipendono dalle costanti arbitrarie c,,...C,. 
Dia Mi, = (@%:%);M = (;4;;4)); ad un elemento fisso 


queste residue trasformazioni sono co', ovvero le C,, cn MEZ 
si riducono ad una sola costante RA indipendente; e peri RA 
le (4) sono le formule più generali dei movimenti nella metrica: e 
ellittica: questi movimenti dunque: Da 
1° Sono trasformazioni proiettive. 
2° Trasformano in se stesso l’assoluto. LA 
Esse possono seriversi in coordinate non omogenee: > 


(i | cos +08 0 (1° + sen'x) (È, - +]uV Ip seno — O 
u(1 — cos) cosa — VI+u?senw senx{&, —pugt a 

rate tini r+uc08z(1— coso) +V1+pò "senzsen 

— | p(1— cose) senz +V1+ vu seno c082|n, + u° + c08 





a = ELI Pene ec — coso) {tr +} 
u(1— cosw)cosz — V1+ p*seno senz} &, — 


imac I SIERO Ea paco 0 


(6) 2 = | cos°x + coso sen* x $ x, — senz css (1 — no) S 
+ sen © sen 2 2, 


+ sen 0) C0S x 2, 


2 = — Seno seno 7, — Sen C0$% Y, + C08 0 2; . 


Se A si ha: 


e da queste si ricava: 


(6) d+e— ly — at +2ì — kyo i 





Te 0 del fascio (8) e rappresentano delle rotazioni intorno all’e- 
IL emento deo yi 1). 
; : «Sia &@)a, 20 una forma di 1° specie per il centro di 

otazione e sia (**) x —uz —=0 la corrispondente per una rota- 
ione d), sostituendo nella sua equazione le (7) si ha 


ed 


Eos, + Senw a, — u (coswz, — Seno g) — 0 


paragonando questa equazione con la (*) si ha: 


) L 6080 Seno 
COS © + {. Sen © 


1 COS © — SEN © 
usenw+ coso _ (1+-pu?)senw 


1A 2 a CYD 1.008 — Sen E] (1+ v.°)cosw 
Gli E La) 
U. STA Cono) i 


= ig ® 


1 m (coso X, + Sen w 2,) + MY, + p (60862, — $Sen0%,) — 
= p (4, + Yo + P20) 


um coso — p seno = om; n= n; mseno + pcs — op 
lalla 2 2° Mietmza si deduce o: —1 o:n—0; pere=1si ha 


1% m (coso — 1) — pseno — 0 e STR, 


Lay } 


e siccome il determinante delle equazioni non nullo è in generale 





dalle quali eliminando mm, p: 
sen @ + (cos w — p)} = 0; p— cos = 
e però: p, — eio peo SE > 
e le due forme pel centro di rotazione sono: SI 
a WEI; a+ 20; +e 0 


Ovvero le tangenti condotte dall’elemento a 0 220 y = 
all’assoluto 2° + y° + 2° = 0. 
Ritorniamo ora alle formule generali (4) che possi 
verle: 


x = 00822 %, — Sena c082Y, + 60822, -+ c08 0 ( (2° + sen? co 2 
+ senz cos2y, — pu. c082,) + seno (#VI1+1%% nai 
+V1 +p°senzy,) 


y — 
rale (u° + cos ag u. sen x 20) —sen © (WYALsERf + Vea E 
VI+pî cosa 2, ) i 3 SE 


Li 
“ n 


Ai 
ep cosa - 4, — pena Y, + DI cre pes. 


SI 5 


Da queste uguaglianze si deducono le seguenti altre: 


PVI u.° sen © - (1 [y, Senx — x, C08 da PI 3.) h 
u(— cosa-r+sena- )+s=0w0 (14-10) ([— esa: Pi LE 


È hd 
ta 
9 


+senzy,])+2,) — seno -(1+ IE (— senz %, + cos)» 


xcosz — ysenx + ue =(1+u°)(x,c0s — gpsen a + Hs) A 


X=(1+w?) (€ senz + yc082); a 
Y=Vl+p° (4[—cosa-x +sena- DEI 


_—xcosa — ySenx + pz. 





— coso. X, + seno - Y,; 


5 — c08 0 - Y, — seno X, 


e 


dt 


Liyiz = 008x: — Sena: | 


ee ro, 


x(sena — 2ucosa)+y (coox+:?pusena) +20 


x(senz + iu. c082) +y(cosax — :usena) — ie = 0 


x c08a — y Sena + 2 =0. 


6; 11. Se X;:%,;%; sono le coordinate omogenee di un ele- 
pr della forma ni 2° specie e G un gruppo di trasformazioni 


d,= Danti: Dan n: DAn 2a 
gie Db Cn: D ban win: Db n 


CASS —_ x Vik du; 


RE 





Se consideriamo la trasformazione S'=$S,.S, si avrà 


SARA A IDEA 


ove si è posto 
3 


Ci; psi Di Aki din 
le=zi 

e quindi il prodotto di due sostituzioni non è in generale per 
mutabile. Però vi sono due casi importanti nei quali la permu-. ti 
tabilità ha luogo e sono: Vi 

1° Quando le due trasformazioni hanno i medesimi elementi. ni 
uniti. ; 

2° Quando sono infinitesime. 
Nel 1° caso assumendo come elementi di riferimento gli ele 
menti uniti si ha: i 


DRTS0 (è = k) a Qi 0 (è == k) 
e però: Ca i è =t di AA 


Nel 2° caso sì ha 

Ain — dn (=P%) dba = dba (== %) 

e però a meno di infinitesimi di ordine superiore si ha 
CI ESCUA d%;; cs d8,; co=la=1+ dz + dB, 


Nel caso dei movimenti possiamo dire. Due movimenti del È. 
gruppo sono permutabili se sono rotazioni aventi il medesimo | 
centro e se sono infinitesimi. Una rotazione intorno ad un ele- | 
mento della forma di 2° specie si può considerare come rota- i 
zione della metrica Euclidea che ha per assoluto la polare De 
l'elemento rispetto all’assoluto della metrica elittica. Quindi re- 
lativamente al sottogruppo di movimenti intorno ad un mede- > Fe 
simo centro, non si ha che ripetere quello che è stato detto sopra. x 
Un gruppo di rotazioni concentriche o contiene delle rotazioni 
infinitesime o è formato dalle successive potenze di una rota- E 


T 
zione periodica o czelzea di ampiezza —— , 
m 
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12. Oltre i movimenti vi sono altre trasformazioni proiettive 
che lasciano invariato l’assoluto e quindi l'elemento metrico ; 
queste omografie di per se stesse non formano gruppo. Se al 
solito l'equazione dell’assoluto è: 


C4+y+a=0 
Consideriamo la trasformazione proiettiva 
r 


TIA y = by 10m 
e seriviamo la condizione perchè per essa l’assoluto si trasformi 
in se stesso; si deve avere: 
cod py +2 =ka +4 + 2°) 
e però: 


© 


TE cpc 


e però a parte la trasformazione identica, si ha uno dei 3 casi: 


ESTE; sod pas vigne di poet ere ea 
e però si hanno le 3 trasformazioni : 
e gia a (la a, yy, 4 = 8; 
ateo y ee di 


Consideriamo ad esempio la (1) si ha per essa: x :y =@:y 
e pero ogni forma di 1° specie per x —0,y=-0 sì trasforma 


() 1 s a . . 7 ‘ 
se stessa. n — Le però ogni forma di 1° specie y + Xe = 


£ 2 
pery—=0z—=0, Sì trasforma nella coniugata armonica y— Xe =0 


rispetto alle forme y=o,z—=0. La (1) è quindi una omo- 
logia armonica di centro (2 — 0 y—=0) e di asse z—= 0. Siffatta 
trasformazione si dice una simmetria rispetto all'asse e = 0, 
così le 1), 1°) esprimono delle simmetrie rispetto agli assi y— 0; 
x—-0. In generale data una forma di 1° specie @ si può con- 
siderare una simmetria rispetto ad « come asse, basta conside- 
rare il polo A di a rispetto all’assoluto e l’omologia armonica 
di centro A e di asse a. Vi sono altre trasformazioni proiettive 
oltre i movimenti e le simmetrie che lascino invariato l’elemento 
metrico? Evidentemente no, perchè una siffatta trasformazione 


pa 


e NIDO (Ce. sal’ de a " Ste "Ala ig PI 





deve mutare l’assoluto in se stesso e però essa deve porre sul- 
l'assoluto una trasformazione proiettiva di elementi uniti E, F. 
La (E, F) è una delle forme unite della trasformazione e le 
tangenti e, f in E, F all’assoluto concorrono in 0 3° elemento 
unito. Ora, o la (E, F) non ha altri elementi uniti che E ed F 
e allora si ha una rotazione di centro 0, o la (E, F) ha tutti 
i suoi elementi uniti e allora si ha una simmetria. Le simmetrie 
non formano gruppo; in una simmetria gli angoli corrispondenti 
sono inversamente uguali; due simmetrie dànno un movimento. 
Le simmetrie sono in numero co° poichè dato l’asse, ciascuna 
di esse è determinata. Se a:d%:c è un elemento della forma di 
2% specie la forma polare rispetto all’assoluto è: 


(1) axr+ by + ce 20 
Due forme per a:d:c hanno per equazioni : 


(bv— cu)a +-(cA — av)y+ (an — bi)a 0; 
(by — cu)x + (CX — av) Yy + (au — bX)=0 
e la condizione di ortogonalità è: 
(2) a? (+ up) + db + pu) +e (uu +) 
— be (uv +) — ca (YX +) — ab (Mu + pri) =0 
Se si pone XA —=1, u—_0, v==0 l’equazione (2) diviene 
(ct +5°)X — cav — abu' =0 


equazione evidentemente soddisfatta per\ =0,vT—b,p=e€. 
Si hanno così le due forme ortogonali per a:d: e 


cy—- be =0 — x (b°+c°)+a(by+cc)=0 
E le equazioni della simmetria rispetto all’asse (1) divengono : 


cy — be =ey— be; 


— (60° + c°)ex +a(by +c2)’=—(0+c°)x +a(by+<c€2); 
ax + by + ce —— ax — by — cz. 
Posto: 
cy—- be A — (b°+e°)x +a(by+ce)=B 


— ax — by— ca =C. 





— (0° + c°) x' + aby + ace = B 
ax + by + ce =C 


__ a(Ac-a+Bd)+(0°+c°)(Ac+ Cd) 
= (++) +0) 
__ (6*-+c°)(Cc— Ab) +(Bc+Ab)a 
wr (a + b° + c°) (6° + e?) 


) 


y sostituendo ad A, B, C i loro valori si ottiene: 


E (— a + b'+e)0 — 2a (by + ce) 
a+ b°+ ce 
at—b+c)y_-2b(ax + ce) 
ad+b+o 


ia +b° —ce°)2z—2c(axr + dela 
a+ b+ e 


‘e ponendo per semplicità : 
PR a b 


Va+b+e 


ì 


| L 
pento Vasa na alato po 
Si ottiene: i 
I +12), 
y=(00—BP+)y-29(e+72), 
I ila 


cv Ry + a =0 


o 13. Date e forme di 2° specie una (11) Ellittica sulla tia 
SR si consideri un sistema di coordinate lineari non omogenee (& , n) 
«una forma (I,) Euclidea sulla quale si consideri un sistema 















pel cet 


di coordinate Cartesiano ortogonale («, y), sì può porre 1 una. cor 
RADADGSNTA puntuale fra (Il), (H,) in modo che al a 3 
(1)& +°+1—=20 di(I1) (assoluto) corrisponda il circolo (2) a? + 
+y°+1—=0 di (Il,) e alle forme di 1° specie di (01) la rete di DA 
circoli che ha per circolo fondamentale il circolo (2). Abbiamo } 
visto inoltre che ad ogni elemento di (II) corrispondono due ele | 
menti di (I1,) che sono in involuzione rispetto al circolo @ E 
Le formule di trasformazione sono: d 949 



























ti" io 
e I VE: << WET 


9 
(3) ME 
I=A(4°4-3) 1_-(e°4+y%) 


Possiamo aggiungere che agli assi a nea di (1) corri 


la 


x = cost. y = cost. di (I1,) corrispondono in (11) due ra Li 
ortogonali di circoli che come è noto assunto come sistema 
coordinato dà all'elemento lineare la forma Riemanniana: 


2 2 
veto da° + dy 
1+(e+%99))° 
Introducendo gl’immaginarii : 


f+in=t,t—in=tj +43 0 


le formule precedenti potremo scriverle ata dai; ds 3 
bis rea (PD): e 9‘) a FORRARNRE 
VII a 
le < de PE 
(6) die EE 1 TION 
(14-26) wi 


I circoli della forma Euclidea (I1,) hanno per equazione 






(7) Aze,+tB2+Be, +D_—=0 






ove A e D sono reali B, B, immaginarii coniugati : Tra questi sE 
i circoli della rete che Din per circolo fondamentale il cir Ù 
colo 22, +1=0 hanno per equazione come si sa 


(8) 







Br + Ba +A(1T—- 22) =0 











"questi corrispondono le forme di 1° specie della forma (Il) 
4 però in essa la (8) può essere considerata come l'equazione 
e di una forma di 1° specie nel sistema coordinato (2, ,) 

Ciò posto consideriamo le sostituzioni del tipo: 











. ag d 
cc+d 


ove a,b,c,d sono delle quantità complesse qualsiansi. 

Se il determinante ad — de =|-0 potremo sempre supporre 
_ ad —bc=1, ciò che faremo di qui innanzi. Queste trasforma- 
— —zioni che prendono il nome di Sostituzioni lineari 0 Klemiane 
formano evidentemente un gruppo, il quale contiene la trasfor- 
mazione identica a2d —1, b=c—=0 e le trasformazioni 
3 infinitesime per cui si ha 


pei, oc; edge 


È Ovvero, poichè si ha ad — 1=de, |ad —1|=|be|<è e 
| però: lim(a—d) —0;lima—=limd; lim (ad —1)—=0;limad=1, 
ovvero lima == 1,limb—=1; assumendo il segno + si 
fi le altre condizioni 


ea lA pan 1]<> 


b Eee possono essere sostituite alle (10). 
Queste sostituzioni interpretate in (I1,) godono di due pro- 
prietà importanti. 

a) Sono conformi (isogonali). 

6) Trasformano circoli (e forme di 1* specie) in circoli (omo- 
bi po) 

_ Per la (a) ricordiamo che in una forma Euclidea, l’angolo 
bi due direzioni d2, Se uscenti da un elemento (2) è dato dà: 


Dio __dedz, 
— de, - de 



































(0) 




















SLISETSE ; 





avremo: 
3 = de da, DN di CARA fi 
de de fole)f (dada 





Osserviamo di passaggio che la (11) dà anche l’angolo delle due 


direzioni de, de, per (2) nella forma Ellittica (1). 


Per la (6) osserviamo che eseguendo la sostituzione nella (7) ss. 


si ha: 


(12) Agg, +Bz +B8, +DEa 
= (c2+d)7'(c8,+d)7! (Azz, +Bz+ Be, + D) 
A'— Aaa, + Bac, + B,a,c + Dee, , 
B = Aab, + Bad, + B,cb, + Ded, , 
D'—= Ad, + Bbd, + B,b,d + Ddd, . 


(Queste formule (12) fanno vedere che i coefficienti del circolo 


trasformato sono funzioni lineari di quelli del circolo dato e 
però esse trasformano un sistema lineare di circoli in un sistema 
lineare di circoli e in particolare una rete di circoli in una rete 


LI 


di circoli. Se il circolo fondamentale della rete 
la proprietà : 


c) Una sostituzione lineare trasforma un sistema di circoli 
ortogonali rispetto ad un circolo dato, in un sistema di circoli 


ortogonali al corrispondente. 


Siccome poi una rete di circoli individua una riflessione © 


spetto al circolo fondamentale si ha: 


d) Una sostituzione lineare trasforma una riflessione 0 sim- 
metria rispetto ad un circolo (o forma di 1° specie) in una ri- 


flessione 0 simmetria rispetto al circolo corrispondente. 


Ricordiamo che se l’equazione di un cireolo è posta sotto 7; 


la forma: 
(— a)(2, — a) +e=0 


l'equazione della simmetria è 


(13) sla a 
e NLTUI 





è reale si ha 


È * TESE DI 3 3 . CURNI. # . . x 
l'equazione della rete che individua questa simmetria è: 


Lal Sla (2 — as a 


SEA REA ani COSTEDER PAL 
seed Gif Ù Essa ha due elementi uniti dati dell’equazione 


ce +e(d—-a)—b=o0: (ad — be=1) 


id dhe (dba) 4 

‘Ora due casi possono darsi. 

| 1° Il discriminante sia nullo, cioè si abbia (17) (a + df = 4. 
n tal caso i due elementi uniti coincidono in uno solo: sia « 
Pi suo ) affisso. Allora si hanno le relazioni 


__ axr+ 
 cot+d 


ET 
Deco pui ul 
- (ca+ d) (Lai 
_ (ca+d)(ca+4d) 


n 


q=el(ca+d), p_—(a+4d) 


a dalla (16) nel nostro caso si ricava: 


ded a+d 
Gi SL RES pr SFR Aaa 
de 





a REV 


e per la (17) si ricava infine: 
(18) ILA CES EA REL IIE 


La sostituzione in tal caso si dice parabolica. 

2° Sia (a +4d)° == 4 in tal caso gli elementi doppi sono 
distinti e siano x, {, si avrà se 2,2 ;2,,2° sono due coppie 
di elementi corrispondenti : 


e però 
#2 Lal TE 
(19) —_=KkK—-_ 
e- È e 0 
ove sia: 
K — 2, a 4 eta 
sid 4 
i i az + d 
Ora se la (19) la poniamo sotto la forma e = — ___ troviamo 
cec+d 
co+d 
Ke —_—+ 
cr+d 


e per la (16) che ha per radici «, {: 


OG a+ d-E Va ea 
Sta Rd5=Wa Fia 


Ora possiamo distinguere (3) casi 
(a) Sia (a +d) 4 e però (a+d) è reale e positivo e 
K è reale e positivo; in tal caso la sostituzione si dice iperbolica. 
(6) Siao<(a+4d) < 4, K è il quoziente di due numeri im- 
maginarii coniugati e però è immaginario e a modulo 1; se 
(a+d)=o0,K—=— 1. In tal caso la sostituzione si dice el 
littica, essa è della forma: 


3 — % VO —® 





ae PD pa 


o si dice amplitudine della sostituzione. 








(e) Se Siano (a + d)° è immaginario o negativo , K ae È 
n he e la sostituzione si dice lossodromica. Essa è Get forma: 
LEA iz -a 
rn de sr arH 


E 2-0 


fronda la sostituzione in modo da assumere gli elementi 
doppi di affissi 0,00 essa prende la forma 


gkg 


| 2 @—-2) (8 5243 %o) — p° (2) (a 9) (4a do) — 


rt 


Zo — Bo 


ftt patta 
3 AC ra CA ed e ACI DI 


sostituzione lineare ove: 


SESTA DO + ICI MESE e però: 
3 o — (a — Bo) (a— 8) 20° + p°— d° 


E RS è n distanza dei centri; e inoltre: 





pit Ù . a PP da le LOR M Titti i, EC LI £ Sure È 
Mi É È Cee: S "9 
») ° 





Ora: 

1° Se (a+d)° —4siha 0° +° — ò°— +20; d° =(o+p) 
e però i due circoli si toccano e la sostituzione risultante è pa- 
rabolica. In tal caso come è evidente l'elemento unito della so- 
stituzione è l’elemento di contatto. Tutti i circoli tangenti in 
questo elemento alla congiungente i centri dei circoli (1) (2) 
sono trasformati ciascuno in se stesso dalle (1'), (2°) e però dalla (3). 

2° Sela +d)>4si ha p°+0° — d° > 200; 0°+0° — d*<—2pe 
e però. ì<p —c; è >o +0 cioè i due circoli (1) (2) non 
s’intersecano e la sostituzione (3) è iperbolica. In tal caso siano 
0O,,0, i centri dei due circoli: la congiungente i centri (0, , 0,) 
incontri il 1° circolo in A, , B, : il 2° in A,,B,: queste due 
coppie di elementi non si separano e però vi è sulla congiun- 
gente i centri una coppia di elementi H,,H, che separa armo- 
nicamente le due coppie; e però si avrà: 


FOR] 0 He 





preci) GNA Li 





d 10, H,{:|]0,H,{|==R075 


i e però H, ,H, si corrispondono in I, ,I, e però essi sono uniti 
È per la (3); e così ogni circolo che passi per H,.H, viene tra- 
sformato in se stesso da I, ,I,;1,,1,. 

3° Seo <(a+d) <4 si ha (0° + 0° — d)° <4 °° e però 
1 se © è un angolo; ò° = p° + 0° — 200 cos ® e i due circoli s°in- 
È contrano in due elementi reali. In tal caso la sostituzione è 
ellittica. Siano H, , H, gli elementi d’intersezione simmetrici ri- 
; spetto alla congiungente i centri (0, ,0,). H, j H, sono eviden- 
temente elementi uniti per la (3), essa come è facile verificare 
Di cambia in se stesso ogni circolo che abbia il centro sulla con- 
giungente gli elementi uniti e li separi armonicamente. Poichè 
dall’essere 
2A iwz a 


—_ 
— 


’ (È prora” 
z-P z—- È 


gi ricava: E Le d8 109 e e dI 

lz — 6] (ER 
di questi circoli si ha | MH, |:| MH, | = cost. (Teorema di 
Appollonio). Sia y uno di questi circoli O il suo centro A, , À, 





N 

; 
sà 

4g? 








va Rag de 
gli elementi dove incontra la (H,,H,) avremo: 
MOAgS = <EOHET0H7.|- 


Ovvero: « Gli elementi uniti di una sostituzione ellittica sono 
corrispondenti nella riflessione che ha per circolo fondamentale 
uno dei circoli uniti della medesima »: Su ciascuno di questi 
circoli uniti A, , A, si corrispondono fra loro nella sostituzione. 

Per ottenere una sostituzione lossodromica bisogna che una 
delle due riflessioni sia impropria; difatti dall’ espressione: 
( o? da p° ble d°)? 


9 
0? c* 


che non sia 0 0° IR Oro 0 SA port pe è; allora il’cir- 
colo (1) è immaginario e sulla congiungente i centri (0,,0,) esiste 
ed è reale la coppia H, , H, che separa armonicamente le due 
coppie di elementi d’intersezione dei due circoli (1) (2) con(0,,0,). 
Ma H, , H, si corrispondono in I, , I, e però sono uniti per I, -I,. 

Se poi le due inversioni fossero improprie allora è facile 
vedere che la sostituzione risultante è iperbolica. 

Viceversa una sostituzione lineare può essere riguardata e 
in infiniti modi come la risultante di due inversioni (0 più ge- 
neralmente di un numero pari). 

Sia la sostituzione 


SEVERO eno 


(a+d)î= 





non può essere (a + d)° < 0 a meno 


az + dD 


cc+t d 
e l’inversione. 





pd 
Na 
| 
2 
+ 
To 





Consideriamo la ST=S.I. La S' sarà della forma: 


(ca + dd), + c(o0— 2%) — 44 


perchè sia della forma 


Gc 
e2=Pp+ 
Ceti Bo 
Si deve avere: 
PRA 09 _ da, — c(o— 2%) 
STI 5 VT E 
ca 4 d ca+d 


e posto o — xx, = 4 si dovrebbe avere: 
da, — 6 at + bb 
CA PAN ed 
{ddt + da) (ee+d) ) 1 
ca Ù Cz, + dh 


deve essere reale; @,d,c,d sono date; posto lla + dei 
la condizione è | 


I x) +? W, (23) %y) 


La condizione unica è dunque: 


PW, (a ) %3) 0 


Una coppia di valori reali che soddisfi questa equazione risol 
il problema. 

15. Tutte le sostituzioni lineari che trasformano in se stessa 
una rete di circoli formano evidentemente un gruppo; esse tra- 
sformano in se stesso il eireolo fondamentale della ce 30 

Abbiamo visto che l’equazione di una rete di circoli di (i) Er 


SÌ può scrivere: È 

(1) Bl@--a)+B,(—a)+A((—0)(4 — 4) + ge 
i a Fa 

e agio del circolo fondamentale è: (o STE 


(2) pile. 


delle coordinate e porre: 

(1) Be + Bo +A(2z5+)=0 
(2°) 880 = 9 

Sia una sostituzione lineare: 
(3) fora (ad — By=1) 
Facendo la sostituzione nella (1’) si È 


B (az + 8) (Jozo + do) + Be (2020 + Bo) (12-+ d)- + ue 


+ A((x2-+ 8) (220 + Bo) + 0 (12+d) (odo + Nr 





4 te È 


dea 


Ss ippando + è ordinando si ha: 
Bad, +5bo By A [aBo + ed.) e + 
tì + (Bya,d + B8y, + A [xt + prod) 2, + 
+ (Bey, + Bozoy + A [2x0 + eyro])X 
(Pra B%d, + B,80d + A (BB, + dd) ) ua 
| Bxfo+Bsxoy +A (dd +-e1Y9) 


| p- Sic questo circolo appartenga alla rete (1’) si deve avere, 


_d ualunque siano, A, B, B;: 


B8, + B@d + A (68,488) _ 
Bayo e Bo3oY +À (4%a cha ertd;t. 


vero sì iosa avere le ORIO 


@ 8 —pep=o ATA TR 
0 9 Pt ddt] 


(Da — 


i e; TA 


sostituendo in (5) (5) si ha: 


ee erri 1 (6) 





ad Pabzani ti 


T/A I TS ) —i(0+ 9) 
€ 
T, Tg . 


Seriviamo che è verificata la (4"), si ha: 


(9) 


Supponiamo ora i seguenti casi: $i 

(a) Sia il circolo fondamentale immaginario allora si avrà 

per la (2°) 
e= —R° 


e la relazione precedente 9) si sdoppia in una delle due: ; 


(10) rr=—R*,; ri = (A rist Le 
La 2° è da scartare perchè il 2° membro della (6) diviene: e 
È: = (1+ R°r sa Sa 
e però in tal caso si avrà la (10) e però: | 
o=— R*Yo; Ped, 
E le sostituzioni del gruppo che trasformano la rete 
Bz + Bozo + A (220 — Rò) SI 
e il circolo fondamentale immaginario 


e3:4-R*= 0 





«di ST 
stessi hanno iù dra : 
n ag: R*fo 


ET (4 +Rk*{,=1 
IRR | No= 1) 


i: la ® si sdoppia nella due 


r=R7, 


__«e—R*, 


YE — Lo 


nel 2° caso. 








e però le sostituzioni sono ellittiche, paraboliche, iperboliche a 
seconda che 










2 pesi (x "pr do): 


4 R°yy 


io 





Xx Yo 





(13) ! figa 



















s E + Xo 

i Se p —0 si ha: 

cai i ” (444 I 

“Pa (14) 2zZz—-—_—_ a,,=1 

e - YET %o 

d E queste sostituzioni lineari (SIDE in se stessa la rete dil Ù 
tutti i circoli che passano per e - 0. Esse sono ellittiche e glio 

E reo: x — %o ipa 

È elementi uniti sono 2, =0o a, = —— . Se 2Z2e* si ha 


vi K—e®. i 
Oltre queste reti vi sono in II, altre reti di circoli - TI cui 

circoli di raggio nullo formano una fonti di 1° specie (m). La rete i 

è formata da tutti i circoli ortogonali ad m ed’ individua una. SA 

simmetria ortogonale rispetto a mm. L'equazione di siffatta rete | 

6 se si assume questa forma di 1° specie come asse delle x ro 


(15) 280 — G(#+- 20) = REL 
RIE, sono parametri reali. Se o-=— a? si ha 245 @(E+-29)= — 
= — aè e le soluzioni reali dell'equazione sono date da e = SUA 
4 =A e però 2 — ,,=0 .q. e. d. Trasformando la (15) mme - 
diante la sostituzione : DIC È 

È X82 + (P) k ) gs = 
i gi dB Si UA Lei ue 
i xs I % ad 
RE pedi Mi 
% sl ottiene: gs , 


al 
iL 


aa 
al” 


(2a, — @ ate + 20) — PYYo) 220 + Gi — a (edo si ;8,) pa 


È: — a (Bd, +38.) — pdò, — 0 SA se 


e sì deve avere qualunque siano da, g: è “S e. 






o — a(4d, + ve) — rd = 18 — @ (CdA 108) — PÒ 


o0A 








e però si hanno le uguaglianze : 
(16) 2,=4,8; 160) dare (160) rd 
Dalle (16), (16”) si ha 

0, A; ele dad 


e sostituendo in (16): 


KO (ui) = YOU) 





e però v=); inoltre poichè 23 -- 8y — 1 si ha 29, — Bofo = 1 


‘e però 

IEfnò Bra 
ovvero: A —1; prendendo % = 1 si ha che 2,8,],ò sono 
numeri reali; il caso X = — 1 si riconduce al precedente mol- 


tiplicando tutti i termini per +. Quindi il gruppo di sosti- 
tuzioni che trasforma in se stesso l’asse delle x è a coefficienti 
reali; siffatto gruppo si dice Fuchsiano. Le sostituzioni del 
gruppo sono ellittiche, iperboliche, o paraboliche a seconda 


che (x + d) = 4, perchè (x +3) Do. 


Se le sostituzioni sono iperboliche o paraboliche gli elementi 
uniti si trovano sulla forma di 1° specie unita #w ; se ellittiche 
gli elementi uniti sono simmetrici rispetto alla medesima. 
Poichè poi: 


ut Y 
Ss (a +d + 1g? 


_ le sostituzioni Fuchsiane mutano in se stessa ciascuna porzione 
in cui la forma di 2* specie Euclidea (II,) è divisa dalla m. 
Su queste sostituzioni ritorneremo più tardi. 

16. Ritorniamo alla corrispondenza puntuale fra la forma 
di 2° specie (I1) ellittica e la (1I,) Euclidea. Abbiamo visto che 
in questa trasformazione data dalle formule: 
rà 
pira 


Li ROIO? 
0) eee 1-2 





SA 
al circolo fondamentale o assoluto : 
(2) W+1—=0 
di (Il) corrisponde il circolo : 
(2°) ze +1=0 
di (II); alle forme di 1° specie di (11) la rete 


(3) Bz + B,a +A(1T— 225) =0 


di circoli di (Il) che ha per circolo fondamento (2) 0a uno 
elemento % di (11) due elementi di (II) corrispondenti nella ed 
sione rispetto a (2°). E che inoltre assumendo le x = cost, y = cost 
come luoghi coordinati in (11) si ha un sistema coordinato Rie > 3 
manniano il cui elemento lineare è: i 


Su? DE de si de, 
(14+ 22,)° 
e in questo sistema di coordinate la (3) è l’equazione di una” È: 
forma di 1* specie, e la (2°) l’equazione dell’assoluto di (11). ia “ag 
consideriamo le sostituzioni : 


(5) oa e Ga, +=1 


che interpretate > in (I1,) danno un gruppo che Canfora in se Ch 
stessa la rete (3). Queste, quindi, interpretate in (II) danno 
delle trasformazioni puntuali binnivoche che fanno corrispondere — 

ad una forma di 1° specie una forma di 1° specie; quindi; ess È 


stesso lan e però, come è anche facile verificare dtt 
mente, lasciano inalterato l'elemento lineare. Difatti si ha dalla (è 


co ar NM 

(E + eo) (tati 
22 +1 

(Loto + 2) ((4.-+ %o) 


de = 


lt 2, 





érò si ha identicamente 
dida. de-dg, 


(TAP a RAI A ES 


} 
J he 


ME 


ui qui segue che le (5) formano un gruppo di movimenti; e 
siccome la (5) ha 3 parametri arbitrarii reali, le sostituzioni che 
csi ottengono dànno ad 2, tutti i valori complessi possibili, ma 
Vac , rappresentano il gruppo ge- 


p 
Si 
ù 

1a 


| menti uniti di (5) in (I1,) simmetrici rispetto a (2°) corrispon- 

dono in (II) a l’unico elemento unito o centro della rotazione. In 

| questo sistema di coordinate 2 è l’affisso di un elemento di (II); 
| però due numeri complessi 2,2, legati dalla relazione 


— 1 
£ 





(pis 

o 

si debbono considerare come individuanti un medesimo elemento 
di (I). Siccome abbiamo visto, una sostituzione ellittica si può 

porre sotto la forma: 


| ove x, 2, sono gli elementi uniti della sostituzione in (I1,) ed 
«essi, come si è visto, sono corrispondenti nella riflessione del 
circolo (2°) che è unito per la (6) e però appunto 


cai +10. 


_ x,;, Quindi in (01) sono gli affissi del medesimo centro di rota- 
‘zione. Inoltre si vede facilmente il significato di 9; pel centro di 
rotazione (2) siano dz, dz due direzioni o si ha 

ARFS (6) Narenzianio e facendo a 22 





de (2 ser dea: e de PARTICI 1. roreas e de 
Met a) 
398 L’angolo di due direzioni è dato da: 
divi dede, |. e* — 2 
ESTONE rei 


"Mine 
di î 


e Pi ori fel, 2 
SENSE dry 

oe n pò rodi sia 
EA È 








= 


Do E RO A 





pei 






>} 


SAR 
PRE p/a] 


È 


IT È anna VEDI 
EI NR Ra Sr 


pi 
Si 





Mme >» 





e però, a meno di multipli di 27, si ha 
OZ 


© è dunque l'ampiezza della rotazione. 

17. Consideriamo ora un sottogruppo G di movimenti con- 
tenuto nel gruppo generale di tutti i movimenti della forma. 
ellittica II. Essi sono costituiti tutti da rotazioni. Se « è un 
elemento di (II) tutte le rotazioni che hanno per centro « sono 
della forma 


pe È È e È 
(1) —_ € -—— _ (oa, +1=0) 
za z—- 2, 


e formano un gruppo G,. Ad ogni valore di 9 corrisponde una. 
sostituzione di G, e viceversa. Per questi gruppi di rotazioni 
possiamo ripetere le considerazioni fatte al n° 4 e concludere 
che un sottogruppo G, di rotazioni concentriche discontinuo 0 
contiene delle trasformazioni infinitesime ed è impropriamente 
discontinuo in tutta la forma di 2* specie (II) 0 se è propria- 
mente discontinuo è formato dalle potenze di una stessa rota- 


zione ciclica 





Din 
/ pilo n _ L_- A 
& _— A, &_- 2% 


e contiene » rotazioni. 
Ora sia G un gruppo di rotazioni e siano 0, 9, 2.0,» 


i centri di rotazione, ove con v, , Y3; + + + %, -.. @sprimiamo i cicli 

corrispondenti ai diversi centri. Siano questi in numero infinito, 

quindi essendo la forma (II) chiusa, pel teorema di Weierstrass, 

gli elementi uniti o centri O, , 9, ..+0, ... dovranno ammet- 
} 1 


n 


tere in essa, almeno un elemento limite. Sia L; siccome in un 
intorno di L per quanto piccolo, cadono infiniti centri, vi do- 
vranno essere almeno due di essi, che corrispondono al mede- 
simo ciclo v, se supponiamo che tutti i cicli debbano essere 
numeri finiti. Fissato e piccolo ad arbitrio, vi saranno dunque 








Dar 

g(0) III | PA VA —— X 
Si sarai 
O) Le 
X & %, 
Din 
ad BR 
Ss = Ei ]atB|<e 
FO? d, 9) 
E però possiamo porre: 
Ba + nòt; o=a, +", 


ove òf è una quantità infinitesima. Si ha: 


, IN 
mie È onda ndt n dt 
Aa i 14 \_ 
ea ca — nodi. 2a da, da, 
0 











g—a H' 42 x H 
ir + dI : ni cm + dI ; 
Z — a, (@—-2,) z—- 0, 2—- A (e—-24,) 
e però possiamo scrivere : 
Dar Dir 
ga H va v H 
Si ——+———t=ze —— +e. —_îf 
PRETENEREPE, =) Ea) 
e di qui si ricava: 
ga 20) — a 
sus ——=—__ +0. 
per: Dara VASI 
KA Xi I<i .4Ì 


che è una trasformazione infinitesima e però il gruppo sarà im- 
propriamente discontinuo in tutta la forma. Di qui segue che, 
perchè un gruppo di movimenti sia propriamente discontinuo in 
tutta la forma di 2° specie ellittica, deve essere formato da un 


numero finito di movimenti. La reciproca è evidente. 
,-+. 0, i centri di rotazione; nella rap- 


Siano ora O, ,0 
mi 2 r 
presentazione di (Il) su (II) questi avranno per corrispondenti 
i 2v, poli o elementi uniti di G; 0, , 0, ,...0, 0, 30, o' 


st ? v_) y? 2 ona dl ari Bad 
ta 1 Ta n 


ove 0, , 0, sono simmetrici Tina al circolo fondamentale. In- 
% 


Le 
fsi 
9 


torno ad 0, si hanno », sostituzioni e così intorno a 0‘, , e vice- 
v 


(7 





PERSI, MT ea I 


i n : caro ) ea tea ty nd 
den ric ( gii mR n, Me Tr LT e i it * 


iau TNT ot 


la AP de 


versa ogni sostituzione di G, ha in (11) due poli 0.) 0; e però 


se tutte le sostituzioni di G esclusa l'identità sono y—-1, i poli 
sono 2(v— 1), se ogni polo conta v,—-1 volte e però potremo 


scrivere 
2r 


dot )=2(yv—- 1) 


Ora le uniche sostituzioni di G che lasciano fisso 0,. sono 


le v; che lo hanno come ‘ polo; e così possiamo dire a 0", 
poniamo per semplicità o, —=0, e però i poli in (II) ono: 
i vr4+1 


,0y ++. 0, + Essi si distribuiscono in classi, nel modo 
1 2 er 


seguente: 0, verrà portato da tutte le sostituzioni del gruppo 


nei posti 0, ,0, ,...0,  ; essendo questi, poli di G; difatti 


Ù v 
î) to tizi 


se S,* è una sostituzione di polo 0, e S una sostituzione del 
Ù i 
gruppo che porta 0, in 0, ; la S,_°S .Sy, lascia 0, fisso e 
5 t t 


appartiene al gruppo ; di più si vede che vi Sy Va 


Quindi i poli si distinguono in classi; e tutti i poli di una classe 
sono trasformabili fra loro per tutte le sostituzioni del gruppo, 
e ognuno di essi rimane invariato per v; sostituzioni; avremo 


dre I) , < 
quindi #.v —v e t—-—- esessonoleclassiev,,v,...% gli 


Vi 


8 2r 
y 
ordini delle singole classi, avremo: » — =2re) ©r-b= 
1 


1 Vi 


ta 
—Y— (y— 1) e potremo porre 
Sri 


2) Vis -1)=20-1) 
Vj 


— 
1 


(uesta equazione indeterminata dovuta al Klein ci dice che 


1 gruppi di sostituzioni propriamente discontinui corrispondenti 
ai movimenti della metrica ellittica si riducono a un numero 


finito di tipi determinati; ai quali gruppi il Klein impose il 


nome di gruppi? poliedrali. 








en” LA 





porgo 


. Noi qui ci limiteremo a darne la classificazione, rimandando 
per l’effettiva investigazione, all'opera classica del Klein: Vor- 
lesungen iiber das Tkosaeder (Leipzig-Teubner, 1884). e alle Lezioni 
sulla teoria delle sostituzioni di L. Bianchi (Pisa, Spòrri, 1900). 

Tipo 1° della piramide regolare (r=1,v=Yv,=M) 
2Qkri 

a, vo ezio Era mt; na PA Z:0) 
Bi 0 2—- 





Questo gruppo nella forma ellittica (©) rappresenta tutte le rota- 
zioni di centro («) potenze dell’unica rotazione minima di ciclo m. 
Tipo 2° della bi-piramide regolare (r—=3,v=2v,=v, = M.. 
Essa ha le sostituzioni del tipo 
Qkri i 
za nata e&g—-a z—4 Ci 
ue ——_ _—_yea_" 
CASSIA 2-0, £—-4 2— 4A, a, +e 





che sulla forma ellittica ci rappresentano; un gruppo di rota- 


zioni concentriche intorno ad (2) di ampiezza minima SE AA 
Mm 
un gruppo di rotazioni intorno ad (a) di ampiezza minima x. 
Muipo sel itetracdro (mr —12,v —2,v, 9, vj — 9). DI 
hanno le 12 sostituzioni : 
or e .2+1 .2—-1 Z+? 2—-1 
z — ez, —, e , a, =, - 
2 PASTORI | 2+1 EI 24 
Tipo 4° dell’ottaedro (r224,v=2,v,=83,v,=4) Si 
hanno le 24 sostituzioni : 











Remote neh 6) 


NET SOGORAPI n 0) INFERI fra «9 
die, —, 0 ——, 1 (es2=0,1,2,83) 
2 A vite 
ipo 5° dell’icosaedro. (r—-60,y._—2,v,-9,v, =) Si 
hanno 60 sostituzioni : 


i RA 2 3 
LA 4 
“RIS - (€ e) e°2 + (e 2°) 
20 TEA ONAEVIT O TO cre CR PIA IIS SIP URMNAGEPOA, 
Z (et —e°) ez — (e°'— e) 
(et — e) ea — (e —- e?) 


(e° — 8°) ez + (e' — e) 


e” 


2ri 


ove: «=e° (r,s=0,1,2,3,4). 








Slc Gia 


A questi gruppi di sostituzioni corrispondono dei gruppi di 
movimenti finiti nella forma (Ml). Osserviamo inoltre che ogni 
gruppo di movimenti ammette delle rotazioni fondamentali. 
Così il gruppo del tipo 1° ammette la rotazione fondamen- 








Dart 
I m 
PA. e 
tale —___ze 6 —__; quello del 2° tipo ammette le 
e —- a, 2-4, 
rotazioni fondamentali (fatto x — 0 e però a=—e 7?) 
Ori 
— iv 
Mm È e ; 
ge 2 ZTt_—_ 


’ 
& 


In coordinate £,n questi movimenti hanno per equazioni: 


dr 2r | Ha e 2r 

= cos — - è — sen —-n, n'—=sen-—-É+cos==.q; 
| m m m m 

e —— cosg.éf+seno.n, “n —=sen9.é+c089.n 


(0) . I . . . dr ° 
Il 1° movimento è una rotazione di ampiezza —— intorno 
Mm 


all'elemento £—=0, n —=0; per vedere che rappresentino le 2° for- 
mule facciamo delle (5) del n° 10 che dànno le formule gene- 
rali di un movimento, u =0 = esse divengono: &£ = — 
— cos2x.7, + sen 2a.n,, n—=sen2x.7, +08 2x.n, che coin- 
cidono con le precedenti se si faccia 2x =@©, esse dunque rap- 


presentano una rotazione di ampiezza 7 intorno all'elemento 
z P 
® SY POOR E 


Ap 


È 


e però il centro di questa rotazione è sulla polare 2 del centro 
della 1°; essa ammette una forma di 1° specie di elementi uniti 
di equazione 


+sentn—=o0. 


coi 


Sr 





' 1 , 2z+t1 ' g=1 
sZT- 4, e =, sua Neli > 
E eos | z+1 
£4t1 l z-1 








ira pera 


Tn coordinate &,n essi sono 





een — N; DRESS nl 
n 1 » n r 1 
seen, n; ir Rini 
È E a E 
n 1 > n Ì; 
(o) pi Pr SOR ee RE id 
ven ly= 1, ee=2,s=-1 
S S S S 


Il movimento 1° è una rotazione di ampiezza x intorno al 
centro (€ —=0,n—0), il 2° una rotazione di ampiezza x intorno 


al centro (0, —1,0), i movimenti 8°, 4°, 5°, 6° sono rispettiva- 

mente rotazioni intorno ai centri: [({—=—1,n=— 1], [=1, 

ii ln — — 1]; =—-1l,n=-+1].e di am- 
2r 


piezza — . 
3 


Il 4° gruppo ha oltre le rotazioni del gruppo precedente 
anche l’altra: 2' — #2 che in coordante £, n diviene: <' — — n, 


x c; . i i Tei 
n = & ed è perciò una rotazione di ampiezza — intorno all’e- 
| 


lemento (£ — 0, n—=0). 
Il 5° gruppo ha 3 rotazioni fondamentali 


ri 





i Ori 
ut 1 (et — e) +(e°— e) 
I ear Aa I RESERO E ETNA 5 
£ (e°—e°)z—{e°— e) (ee )} 
La 1° è una rotazione intorno all’elemento (€ =0,n—0) di 
“ile 2r a . . ’ 
ampiezza Hc la 2° una rotazione intorno all'elemento (1, 0 , 0) 


di ampiezza x, l’ultima è una rotazione di ampiezza x intorno 
4 at 
et-e+V — 5 

all’elemento |: = ia Al] è 


FABRI, 





Per la discontinuità di questi gruppi finiti di movimenti 
risulta che la forma di 2° specie viene per ciascuno di essi 
divisa in una rete poligonale e tutti i poligoni della rete sono 
congruenti; per ogni movimento del gruppo la rete si sovrap- 
pone a se stessa. Per ulteriori schiarimenti su queste reti si 
consulti l’opera citata del Klein. 





RA, > rsa 


17. Consideriamo nella forma Euclidea (I1,) una rete di cir- 
coli. Siano rispettivamente 


. 


(1) Al(e-@+A.(2, — d&)+(2 — a)(e— @) +00; 
p 


Eo-=7243 


(1) —a(,—@) =; (1) 2-a= 


Un circolo della rete, il circolo fondamentale, la riflessione deter- 
minata dalla rete. Osserviamo che se (x), R sono rispettivamente 
il centro e il raggio di un circolo della rete possiamo porre 


(e — a)(20 aerea ataT_2)(,—0ta—-%)TrhT_0 
e sviluppando 


(e — a) (2, — do) + (40 — xo) (£- A) + 
+(aT—-a)(2—@&)t(aT— (a, — a) — ko 


che confrontata con la (1) dà: 
Aza, — 2, Ah, za—a (a — *)(a —a)—RB=g 


La condizione dunque perchè un circolo (R,) appartenga alla 
rete che ha per circolo fondamentale il circolo (0, @) è 


(2) (a—a)(a — %)R+ 


e questa condizione è reciproca. Osserviamo inoltre che se o =—r,° 


cioè il circolo fondamentale della rete (1) è immaginario si ha 
R_(a—2)(a, — 40) + Yo 


cioè R >o e tutti i circoli della rete sono reali, inoltre R Dr; 
e però nessun circolo della rete ha raggio nullo; se R=r) si 
ha a—=a. Se diciamo ellittica, parabolica, iperbolica una rete 
di circoli a seconda che il circolo fondamentale è immaginario, 
nullo, reale possiamo dire: « Se una rete è ellittica tutti i suoi 
circoli sono reali e ammettono un circolo di raggio minimo e 
diverso da zero il cui centro cade nel centro della rete ». 

Due reti che soddisfano alla (2), tali cioè che il circolo fon- 
damentale dell'una appartiene all’altra si dicono coniugate. Ri 
sulta dalle formule precedenti : 





L 
Di - 
È 
i 
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1° «Che se di due reti coniugate una è ellittica, l’altra è 

iperbolica » ; 

«che se di due reti coniugate l’una 
o iperbolica 0 parabolica ». 

E perciò «due reti coniugate non possono essere ambedue 
ellittiche ». 

Consideriamo due circoli della rete (1): essi avranno le equa- 
zioni : 


x 


è parabolica, Valtra è 


(3) (e- a) — +) (a — aa — x) 0; 
(3') (#73 8) (ea ape) p 


L'equazione del loro asse radicale si ottiene sottraendo (3) e 
(3) ed è 
(6 — a)(— a) + (bo — )(e—-@a=0 


esso passa pel centro della rete, come è noto; siano (&), (v) i 
due elementi che i circoli hanno in comune ove uv =p, + éw%,, 
—=y, +, SÌ avrà: 





Se, UL, {,;%);%, sono reali si ha: 


PearrriBo — h, ; Vo d, —k, 
"peroni Bo — do 
e. però 
h+h,=0, k+k=0 


cioè % e % sono immaginarii puri: l'inverso è evidente; d’al- 
tronde 4, % sono radici dell’equazione 


DB (lede) 
come si deduce dalle (4) o (4’) e dalla (3) e però 


i VEE ie ali IEZA 
(© — a)(Bo — Ge) — &) (fo — o) 








Relay è. IE 
Se la rete è ellittica p — — »,° e si ha 
h=—r=i\ftr+@_ x) (A, — do) 
(9 — x)(Po — %o) 
Quindi se una rete è ellittica, due circoli della rete s'incontrano 
sempre in due elementi realz. Si può venire alla nozione di reti 
coniugate anche per quest'altra via: 
Sia data la rete: 
(5) Alz—a+A.( — @)+(2 — a)(0—a)+p20 
vediamo in che relazione deve essere la riflessione 
} (0) 
(6) a—-b=———_— 
to do 


con la rete perchè trasformi un circolo della rete in un altro 
circolo della medesima. Poniamo per semplicità: : -—a=%, 
z:—- a =, le (5) (6) divengono 
(5) ACH- Asbo 4- (Go +p—0; 
(6) Grtn (cna—-b, ca — bdo) 
Sostituendo nella (5°) la (6°) si ha 
A(+o—cco)C0—-)+ A, (+5 —c6)(4 — 00) + 
gr (Cho e gr Yen Cho) (604 —t- 6 — (Co) a M (G i |: c) (Co pre Co) zo 
e posto o —.ce, —T; 
A Wo ri t) ( tw c) nie Ao A xt T) (DÌ RIA C0) «fr 
+(4+9)(k+9)+e0—0)0—)=0 


e la condizione richiesta è: 


p- ( Ac + Asco + cc, +0) = — Are — A,Téo ++ pcco; À 
Ac(p +) + Aso (p+7) +p°—°=0 A 

Condizione che deve essere soddisfatta qualunque siano A, A, 
e però si avrà: 3 
p+T=0; (29) p+acz(a—bd)(a— bdo) d 

È 








SARRI) di 
che è la condizione (2). Si ha quindi il teorema: 


«Se due reti sono coniugate l’una è trasformata in se stessa 
dalla riflessione determinata dall’altra ». 


Due reti in (II,) hanno a comune un fascio; ciò si verifica 
così. Siano 


(e — a)(2— x) =(a— a)(a, — x) — 0; 
(e a) — a) =(b — 2)(b — %) — 


due circoli, appartenente il 1° alla rete (a, g), il 2° alla rete (5, c) 
concentrici; perchè coincidano si deve avere: 


ea) ped) (e); 
(7) (a—b)x +(a,—b)a aa — bb +c— p 


e la (7) è l'equazione di una forma di 1° specie; ciò che di- 
mostra il teorema: Se delle due reti una è ellittica, i circoli 
del fascio hanno gli elementi base (due) reali. Se sono coniugate 
le due reti (R),(E),e (F) è il fascio in comune, di elementi 
base A, , A, avremo, se (R) è ellittico (R') iperbolico : 

1° A, , À, sono reali. 

2° La riflessione individuata da (R') trasforma un circolo 
di (R) in un circolo di (R). 

3° Due elementi corrispondenti della riflessione sono situati 
su uno stesso circolo del fascio (F) e perciò i circoli del fascio (F) 
sono gli unici circoli di R uniti per la riflessione individuata da R'. 

4° Il circolo fondamentale di (R') è unito nella trasforma- 
zione e due circoli corrispondenti di (R) si segano su (R); gli 
elementi d’intersezione sono corrispondenti nella riflessione indi- 
viduata da (R). 

5° A., A, sono corrispondenti nella riflessione individuata 
da (B). 

18. Ciò premesso, torniamo alla corrispondenza fra la forma 
ellittica (II) e la parabolica (1I,) e supponiamo che il circolo 
fondamentale della rete ellittica (R) sia il corrispondente del- 
l’assoluto di (1) allora alla rete (R) di (11,) corrisponde in (Il) 
la rete di tutte le forme di 1° specie. Che corrisponde alla rifles- 
sione individuata su (II) dalla rete (R')? Intanto al circolo fon- 





Ta FOTa 


damentale di (R) corrisponde in (II) una forma di 1° specie 5; 
al fascio di circoli (A, , A,) un fascio di forme di 1° specie per B 
corrispondente degli elementi A, , A,; si ha dunque su (IT) una 
corrispondenza biunivoca tale che due elementi corrispondenti 
sono allineati con un elemento fisso B; ad una forma di 1° specie 
corrisponde una forma di 1° specie e due forme di 1° specie 
s'incontrano sulla forma fissa d; si ha dunque una omologia ; 
ma essa è involutoria perchè tale è la riflessione (R') su (I1,); 
quindi alle riflessioni (R') coniugate di (R) in (II,) corrisponde 
in (I) una speciale classe di omologie involutorie; in tal caso 
la (2°) poichè ìp = —la—=a,—=0 diviene: 


—l+o_—bdb, 


e siffatte omologie. hanno per equazione: 


(3) “ez-b= saran 
bo do 

Ma inoltre osserviamo che siffatte omologie trasformano l’as- 
soluto in se stesso perchè in (II,) il circolo fondamentale di (R) 
appartiene ad (R) e perciò se I J sono gli elementi in cui una 
forma di 1° specie per il centro B incontra l’assoluto, e C dove 
incontra d: I, J sono corrispondenti nell’omologia involutoria; 
di qui segue che se M, M' sono un altra coppia di elementi 
corrispondenti sulla stessa forma di 1° specie le due quaterne: 


(BS ALA (BR 


sono armoniche e però B e C sono centri dei segmenti MM”, 
MM; quindi la (3) rappresenta una simmetria di asse d, di 
centro B. Che poi ogni simmetria su (x) sia rappresentata da 
una (3) è evidente perchè ogni forma di 1° specie in (7) è rap- 
presentata dall’equazione: 


(e — d) (— b) = bb +1; — br, — be +25, 10 


e come si è visto una forma di 1° specie individua una sim- 
metria la quale sarà appunto rappresentata dalla (3). 

Però riguardo alla metrica ellittica giova fare una osserva- 
zione. Nella metrica Euclidea e vedremo nella Iperbolica le 
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simmetrie sono di due specie; rispetto ad un centro; rispetto 
ad un asse; le 1° sono rotazioni di ampiezza x, le 2° sono essen- 
zialmente distinte dalle 1° e dai movimenti propriamente detti 
e fanno parte dei così detti movimenti di 2° specie; nella me- 
trica ellittica invece non si ha distinzione fra queste due specie 
di simmetrie, perchè come si vede le simmetrie rispetto a un 
centro sono anche simmetrie rispetto ad un asse polare del centro 
rispetto all’assoluto e però non si hanno più le due specie sum- 
mentovate di movimenti. Le simmetrie sono dunque suscettibili 
delle due espressioni 


da 2-0 I bb, +1 
A), — =—--——- ; (Asa hr a 


LA é 





è facile vedere come si passa da una forma all’altra. Si è visto 
che un elemento nella metrica ellittica viene individuato da due 
affissi 2, purchè fra essi vi passi la relazione: 


sloirtil =0 
e inoltre nella 1° formula: aa, +1—=0; quindi la 1° formula 


| ; 1 
esprime la stessa corrispondenza se si pone al posto di 2, — a 


vo 


| Li n, 
o che fa l’istesso — — ed essa diviene 
Zo 
g-a — l+az, i 2az, +1 — aa, 
—— zrr-‘--; (9) a — _____ 
a, + 1 Z, — 4 (1—-aa,)z, — 2a, 


la (5) confrontata con la (4) da: 


2a 2a 
b=——_-, bh = —— 
1— aa, 1—- aa, 


e queste relazioni legano gli affissi a, 6; il 1° dei quali indi- 
vidua l’asse di simmetria, il 2° il centro. L'equazione di una 
simmetria si può porre o sotto la forma (5) o sotto la forma 


6) aa (1—- aa,)z + 2a 
2a,8 +1 — aa, 
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due: 





ei Nd 1 . e ? 
che si ottiene dalla (5) ponendo in essa — — invece di 2. Per 
2 


È 
far sì che il determinante della sostituzione sia 1, dividiamo i 
coefficienti per :(1+@a,) e poniamo: 


l<‘aa, 2a SE. 240 SOI 
cn , —————.—r-r.' —_ n i TT I —eeoe- ——— w o 


d 


A +00) 00 il+aa,) .. 10° 
ove m è reale le (5) (5°) divengono: 


nz, — Mm . mez + 
I - ' &aZ2T———— 
— mz, + No — No — M 
In generale un movimento nella metrica ellittica è suscet- 
tibile delle due forme : 


SDA PULA Tie Rein (da — be =1) 
— b,8:4-0, AoZo + do 


x 


Se d è immaginario puro, il movimento è una simmetria. 
19. Veniamo ora al caso della metrica iperbolica. Qui si ha 


sheu d°lg|g()] | 
uz — | _ ITC =—--—— eperòo mn—=z—l 
901) 2 du? sh°u È 


La (6) n° 7° dà 
0 (0 —ACcos(v+ 2) 
E infine le (10) (10°) n° 7° danno: 


O—=-r--Asen(0v+a)cthu, QEAC08(0+ a) 


e perciò le trasformazioni infinitesime divengono : 4 
du = Acos(v+ 2) - di, dv = (r — Asen(v+ a) cthu) - dé 

e posto al solito v invece di v + si hanno le equazioni: LA 

du dv ; 

(1) -— = Acoso, —=r- A seno ctu 0 13 CONE 

dt dt a cd 

Poniamo: sl 

<= thu- senv n= thu- cosv i 

à I 

fi 
















de È 
—— f — —— = — VXa£ A (2° PG 
na ira Alec) $ 


fr" sì hanno le 3 equazioni lineari: ; 
ua | dy de i i 
ot. —=— rx + As — =A Da: 
di Y è di ] di y i 





ERIN d°y È 
- SR dt ni o 
e integrando: | ; 
Ù Kodi VA?-72.1 È 
Eur e PH si 
 Sostituendo questo valore di y nella 1° e nella 3° delle (3) e 
fra si ha: A 
Me Ar DN e A 
(inca e === € I . 
Mo VAZI=7 PAESE: 
VA? 19.1 —_ VA? rt 


ACI 





SENO 


e però abbiamo le formule: 





rM. VA°=,4i rN —VA*=I: 
IA vil Cars e +0, 
VA? r®1 _ VA?-R®A 
y=Me + Ne , 
AM IVA rt AN — VR 50 
1 fraz e dat 
VA? —7 VA?— r° i sa A 


Se 4% Sono i valori di x,y, che corrispondono af =0 
si ha: 
r 








toi pra MAN AI oeM+N, 
VA? | / 
A rC 
a,= ——===-(M-N+—T— 
VATZI, | A 
equazioni che risolute rispetto ad M,N, C danno: 
1 La TE 
M_ ul — 1%, +. VA 20000 


fi (VA? — Py, — Ago + Po); 


Dea PAM (Ax, — Y20) 
A°— r° 
Sostituendo questi valori nelle (4) si ottiene: 
A VA?- 78.1 
Oa=zr a (C+ VER Ae 


_ VAR. 


d E Tr A (Ax, — 18,) 
i ir YXo Te r TR 0 o o 
2 (Ar) ( VA ray, — Age + ——-* 


A°— r° 
J VITA. 
yT aViogi Gir + VA ry, + Aso) e Cnr 


1 VA. i 
nr a Vani (reo + VA? — r°y, — Azo) è 








Hate I VEE=IA.4 
Ceiba Li 


























A Aîrt  r(Ag,— 2) 
DO: gii RE ss I 
ban e ar 


Ri pato equazioni (5) si deduce facilmente: 


IEEIZARRE n E 
Iena ; ea (rr +VA°— ryo+A2), 


" a __VA?-r. t leggo 
‘ni VA? — Py — Age. (ra, + VA” — Pyo — Azo), 


Ax — rezAx, — T20 

— Quest equazioni ci dicono che le tre forme di 1° specie: 
fù Mi CAT sry dA 0, 

Mi Py lA, (7°) Ax—ra=o0 

i na unite ed è unito ciascun circolo del fascio: 

na ra + VA? —r°y+ Ac) Wa VA? x? ry-Az)=zk(Ax— r2) 
% . circoli che hanno la forma: 

È o 210 KA) e — (A?-r°)gf+(A°+kr°)2—2rA(1+}k)xe=0 
per k=-— 1 si ha: I 

I dt+y e 0 

Sa fi Datazione dalasiintà: dunque le (5) trasformano in 


A se stesso l’assoluto. Le (7) DO. ) sono tangenti all’assoluto e gli 
Di: — elementi di contatto sono : 


\ pa Qi: ag: ag =: —VA*r0:A; 
DE È pn b;:b,:b,=r:VA°—r:A 


De La ( (7° ) passa per gli elementi di contatto e però è polare del- 
I | l'elemento papato delle (7) (i; 


> i; A 


A 5 To) ) | C 


e ea 





Sostituendo le (9°) nel trinomio x° +y° — 2? esso diviene A? — r° 

e come si sa se: 
A°—r°<0 l'elemento è interno alla quadratica d-+y°—e*=0 
A?°——=0 l’elemento è sulla quadratica 1*-+ 9 — e=0 
A?—r°>o l'elemento è esterno alla quadratica 2*+y"—e*20. 
20. Consideriamo ora partitamente questi tre casi: | 
1° caso A*—r°*<o. I circoli {8) hanno per centro comune "È 

l'elemento (9); diremo questi circoli traiettorie. Nel 1° caso il 

centro delle traiettorie è interno all’assoluto; esso dunque appar- 

tiene alla regione propria e le traiettorie sono circoli di 1° specie. 

Le (5) in tal caso al variare di # rappresentano delle rotazioni 

che hanno per centro l'elemento (9). Se poniamo: A°—r° =— 

le (5) divengono: 




















r : i0t 
x De 5% (rx, +ioy+Az)e + 
40) 
; — iwt A 
Pra (rx, + toy — A£5) C - (Ax, — reo). 
2° 1 i 
“0t 
Yy—-T sa y pale ri, ti0Y + Az)e — 
2° 
i wi 
Fà (YX0 “tria Àz,) e 
U) 
A int 
& L — (root ioy + Az) € + 
26° 
A —iot r(Ax,— re 
we: (YX0 + L0Y60 — A&,) e tend r (Ax — re) ; 
20° (6 di; 


Ovvero ordinando rispetto x, ,%, 2, e togliendo gli immaginarii : 


1 r rà 
az (r° cos ot — A’) x, + — senot-y + ——(1— c0808)z, 
w° 0) ON al 
N È 
Y A “a 
y=—— Seno: x, + 0808 - Yyy + — Seno - 25 i 
0) 6) pal 
ar 


tfr SI (cost — 1) a, + Se sen wi - Y, + Les — A° coswt) %o et 
È O) 0) i 









SE BE 


Ovvero sostituendo a x:y:2 dei multipli opportuni, si ha 


apt giy:e= (1 coso — A°)x,+ro sen ot-y+rA (1— cos wt) 25: 


di 
xs 

di — ro sen of - x, + 0° cos of - 1, + Ao sen vt - 80: 

+ — Ar(1— cos ot) x, + Ao sen ot - y, + (1° — A? cos wt)z, 

5 2 


Posto: => 1 e posto © invece di of si ha: 


giyie=(v’ coso —1)a, + Vu?—1seno-y+1(1— 0080)z;: 
—W Poicci Sen © - %o + (u°— 1)c080-y,+V?—1 seno 20: 
È ss —p(1— cos) x, + Vu? — 1 seno:y + (1° — cos w) 2, 


Per venire alle formule più generali ricordiamo che si è posto 


e — thusen(v +2), n =thucos(v+ a); 
&—-écosx+nsenx, n = c08x — i sena 


e introducendo le coordinate omogenee. 


Po 


5 (#*) x —xcosa+y senz, yz—axsenzx+yc0s% 2 = 
‘e applicando le inverse a %,,%; 20 

Me) a, = 2,008 —-y Sena, y=%,sena+y, 008%, =, 

«Avremo dunque a meno di un fattore: 


o = 008% +y senz = ((u° coso — 1) cosa — 

— Vu? — 1-seno senz) z, +(uVu — 1 seno cosa + 
+ (2° — 1) coso senz) y, — (L(1+ cosw)cosz + Vu —1 seno senz) 2, 

e sostituendo a <, Yo, 1 valori dati delle (*) e togliendo gli 
apici sì ottiene: 
A (10) #=(coso(u’—sen°2) — cosa )z,-+(senxcosx(1—cos0) + 
È + Vu — 1Sen0)y+(u2(1— coso) cosa + 

+Vy° — 1- Seno sena) z,. 
y= (senz cose (1 — coso) — uu? — I seno) x, + 

+ (coso (p° — cos'x) — sena)y, +(— pv sena (1 — c080) — 





Vu® — 1 seno cos2) 2. 
2=(—p(1— cosw) cosa + Vu? — I seno senz) x, + 
28 (ti (1 — cos) senx + Vu? — 1 seno COS 2) Yo + 
(L° — cos) è. 





tinge Rara da iP È A ANT PI E TRA R) IOL "Reti TURE 
del AR Ar, Ron: ye n SA . Ò « x - e 
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Siccome poi dalle (**) si deduce 
d°+y° — a° ad +y — e? 
è chiaro che le (10) che sono le formule più generali di una 


rotazione trasformano l’assoluto in se stesso. Dalle (10) poi fa- 
cilmente si deduce: 


x sena + y cosa = coso (u° — 1) (x, Sena + y, 082) + 
+ seno Vu? — 1(2(— 2, 008% + y, Sen2) + 2). 
u(— 20082 +y senz) +2 = (2° — 1) coso (u(— 2, c08x + 
x 3 


+ y, Sen) + 2,) — seno (1 — 1)" (#, senz + y, €082) - 
— cosxx + senz y + pe = (1° —1)(— cosa zo + 
+ senz Y, + 42) 


e ponendo: 
X= (4° — 1) (x senz + y. c082) 
1 
Y= (0821) 7 (u(— x cosa + y Sena) + 2) 
A=— cosx +senay+ pz - 
si ha: 
X 
— X, coso + Y, senw; — Y, coso — X, seno, 
u—1 u' — 
RL, 
u— 1 
da queste si deduce subito 
o — a 
u—1 uî — 1 
led Rara 
uè — 1 


Di qui si deduce che sono unite le forme: 

X+e__0 XT-W=0 di 30 
E il centro di rotazione intersezione delle due forme X=0 
Y_0 ha per coordinate 


C,:C,:C,=c0sx:— sena:{ 








Ming ab 


e poichè: £+y —2° —1—wp°<o l’elemento centro è nella 
regione propria: questi movimenti sono delle rotazioni della stessa 
| specie di quelle già studiate nelle metriche parabolica ed ellit- 
tica e © è appunto l’ampiezza della rotazione; qui però la forma 
1° specie unita Z —=0 è tutta nella regione ideale; l'equazione 
delle traiettorie è: 


Na DK =—0 


21. Consideriamo il caso A° — r° do. In tal caso il centro 
delle traiettorie è esterno all’assoluto e le traiettorie sono circoli 
di 2* specie (vedi fine del n° 29). Ponendo A° — r° — w? le (5) 
n.° 19 divengono: 


Y — ot 


(r2, + 0Y, — Az) € 





Y ot 
P=(-rtoyit de) 


— 2 (Ax, — YZ) 














G) 
i W — wi 
y=7% (—rot+toptAz)e + 3 (ret 0y— A) 
wi A — dt 
7 renne (— YXo L Yo + Az,)e "od (1%, saga U Pa Az) e 


2 20° 


r(Ax, — re 
o o_ 0) 
0) 


e da queste deduciamo ordinando rispetto a %,,%s, 4%: 














(e) DI (è) A 
RE (A° —r° chit) + LE shot + 2 (chot— 1) e. 
0° 0) 0° 
shot À 
yz 2 a + chot .Y + — shot . £, 
) () 
Ar A g 
a=zT (chot — 1) x, + Io. Shot L - (A° chot — r°) 
1) 0) 





er 
ea 





I BRILI 


ovvero sostituendo ad x,7,2 dei multipli opportuni PRO 
scrivere. 


x Z(A° — r° chot)x, + roshot . x, + Ar (chot — 1)z,; 
y=— orshot.x, + chat. 0*Yy, + Ao. shot . £,; 
ae=— Ar (chot — 1) x, + WAshot.y +(A°chot — r)z, 


; r° 
Facciamo f=1,w&=—-<l avremo: 
A 


s=(1—-pvchoa, +eVlT—t°.sh0.Y% + p (cho —-1)i; 


y=z-puVI—-Lsho.a, + cho (1-p°).y+Vl-ptsho. 2); 
e=- pu(cho—1)a+Vi— tv sho.y + (cho — 0) 


E facendo al solito le sostituzioni 
x —XC08x+ySenz; y—=—xsena+ycosa; =; 
%, —=X,008a — y, Sena, Yy = X,Shx+y,C080, = 


#7: JIR 


Si ottiene togliendo gli apici: 
(10°) 2 = (cos'x + (sen'a — p°) ho)ay +(u VI sho+ 
senz. cos x (cho — 1)) 4, + (L (cho — 1) cosa + 
+V1— wu?sho senz) z, bri: 
= ((cho — 1)sena. cosa -- DI V1— p° she) Lo + (sen? x POI 
+ cho (costa — 1°))y, +(— senz (Cho —1)p + a 
+V1— L°sho cos2)2, TSE È 
=(— p(cho — 1) cosa + V 1- Lp sho sen 2) Lot 
_ (a u (cho — 1) senz + Vit shu c08 2) Yo + 

+ (cho — U°), 


Per le (10') asseriamo come per le (10) che trasformano in "i I 


se stesso l’assoluto. SE 
xsenx + y cosa = (1 — 1°) cho (x, senx + Yo €082) + si 5 
- V Lena sha ( u(— C08% Xo + Sen Y;) + 20) ne 
u(-—xcosa +ysenz)+2=(1—p°)cho(2(— x cose chi fe da 
î iù | 


+ y,8en2) +20) +(1--pÈ)° (20senz +, 0082) show | 
X.008%--y.senx — ue =(1— n°) (2, (084 — yo senx — peo) 








Posto : 
(11) X=(1—-w?*)(csenz-+ y cosa), 
Y=VI=t"(L(— cosa rx, +y, Sen2)+ 2), 
4=xcosax — ysena — 2 





Si ha: 
X ‘ Mi z 
(12) ——— =Xochw+I;shn —— =Y,cho+Xg she 
1_-v° 1—-pu° 
Z 
_— — I, 
| 1—- wu? 
Qui le forme unite del movimento sono tutte e tre reali 


X+Y_0 X--Y_0 P£ pani 
Gli elementi uniti sono tre. Ora di questi l'elemento d’in- 
contro di X — 0, Y—=0appartiene alla regione impropria perchè 
le sue coordinate sono: (*) cosa, — senz, u e a +%y°+e°—= 
=l_-u>o. 
Le forme X+ Yo, X—Y_0 sono tangenti all’asso- 
luto rispettivamente negli elementi: 


(#*) senaV1 —u —pucosa: cosa V1—p°+pysenz:1; 





senz V1 — U° + l. COS 2: COSA VI —pu° — usena:—1 
e L_—_o è la corda di contatto; perchè dalle (11) si deduce 
facilmente : I 
(13) X_-Y+(1-n)Z 2a +49 2° 


Ciò che dimostra appunto che le X + Y —0,X-— Yo sono 
tangenti all’assoluto e Z — 0 è la corda di contatto e però polare 
dell'elemento unito (*), perciò essa è interna all’assoluto cioè 
entra nella regione reale e incontra nei due elementi reali (#*) 
l’assoluto, elementi che sono uniti. Le traiettorie sono la Z = 0 
e 1 circoli di 2° specie che la hanno come centrale. © rappre- 
senta la traslazione di un elemento di 2 —=0 cioè la distanza 
di un elemento di z — 0 dal suo corrispondente. Difatti la di- 
stanza di un elemento X,, Y,,Z, del corrispondente X., Y , Z 
è data da: 





p— VOXEYY,+(-u)Z-2)}-—Y+(1-y)2))X—Y:"+(1-u)23) 


"i 





XX YYot(1- t")Z-Zo 





VCORER AP PENIET TA SITR LATTE, 
KS Ue. > 


Mopti Be up 


e per le (18) 


XX,— YY, + (1 —p9)Z-1 = cho(X2— +49) | 
XxX-Y+(1—-p)Z2=X}—Y*+(1—-p)Z? 





Sostituendo in tho avremo: 


sl VAi=1) (ha —1)(A*—Y2) (ho-E a ). 
ne cho A — YI) + (1 — 43) Le sa 
Le equazioni delle traiettorie sono : 
I a ia 
e poichè X,, Y,, Zo Si trova su una traiettoria (1) avremo* 
Xo — Yo — 22°, e sostituendo in tho si ha: 


À ca VI?shto+2(1—v3) (cho —1) 
(14) ho TT n RE 


Visto +21 — p3) 0 (cho — 1) 

cho +0O(1—- 1°) . 
avendo posto © Sii . Se 0—=0 la traiettoria è Vasse di tra- 
slazione 4 =0 e si ha 


tho = th; 9 








In generale posto nella (14) per ©, d@; avremo ° So 
do AÙ 
sho = de, tho=4d9, cho — 1= si 

2 o" «A 

e la (14) diviene SITES 
| PORNO Ad 

(15) do — di (15) o — îu L: ò 


VI+9(1— u?) Vie dpi 


e la (15°) è la lunghezza dell'arco O che intercede sulla diet 
toria © fra due elementi corrispondenti. Questo movimento sì 
dice rotazione di 2° specie 0 impropria; la forma di 1° specie 0 


DI fx! 


Z=0, asse direttore, © ampiezza. Come si vede tutti gli galli 
menti della medesima traiettoria descrivono il medesimo areo. 














Del Bca 


e 1 
lando © da AE 60 1 hanno le traiettorie della 
en YU 


regione propria ; su ogni traiettoria o ha un certo valore che 
varia da © ad co. 

I | 22. Sia ora A*—,° —=o. Per trattare questo caso risaliamo 
alle equazioni differenziali : 





dx dy dz 
——= —=—rx+ Az, mani. 
ETRE? di " 





— = — =r(e — zum 3) Di 
SRG \ ai) 
dx dy de 
Seni A -—-_- _—-T(Xk 2 re E e 1 
AR : MPT conda È 
 (@ Sia A=r; dalla 1° e 3° delle (3) si ha: 
È. 2 © 


e dalla 2°: 


ci (16) y= rm + n 


ne però sostituendo nella 1° e 3° delle (3') integrando e tenendo 
presente la (*) 





e, rt : r°t? 
po io)a — m+rin+p (16)2= vl + rin+p+m 


"0 Per t=0 si avrà: 











bo aa 
(6) Sia A=--, dalle (3) si deduce: 
ode MM; yz — TM 
mr t mrt 
aZT 3 + nrt + p, *=tT_ e 


e fatto al solito rt = e t —=0 e posto 


IZ=PiYV —NnEM-D}Î DEV N SIMEZEE 


avremo: 
i 72 2? 
18 a=z%&Xo(1- — )t%-.TC — 4; 

(18) 9 9 
7? / 2 

yz— ta, + Y, — 78; 2Z—-% Mt+t{1+—-]|% 
2 2 

Esaminiamo questi movimenti. Dalle (17) si deduce: 

pg g* sc Plo 23 \+#27 . 

Ia 82% 8%, d+82=—- To — 20) +27Y + (+ 4); 

e — e = (0 — 20) + 2740 (X0 — 60) + do — 4° 
e però: 


de +y — 2° 2a + UÈ — 40° 
Quindi queste trasformazioni trasformano l’assoluto in se stesso. 
Le traiettorie sono il fascio di oricicli: 


dt+y -e°2lk(a— e) 


che passano per l’elemento di contatto della x —z =0 con 
l’assoluto; uno degli elementi d’incontro della y = 0 con V’as- 
soluto. Del resto cercando gli elementi uniti della (17) si trova 
per l'appunto l’unico elemento «, = 2; % =0. 

Ragionando analogamente’ sulle (18) si trova che anche esse 
rappresentano dei movimenti dell’istessa specie delle (17) le cui 
traiettorie è il fascio di oricicli. 


d+y — e 2k(a +2) 


che passano per l’elemento di contatto delle + + 2 = 0 con V’as- 
soluto; quell’elemento di contatto x, — — 2 y%=0 è l’unico 
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È. 
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i 
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PAG ATI e de NA RESTA all e STO TAR 2) VO, 
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RT: RS 


elemento unito delle trasformazioni. Siffatte trasformazioni si 
dicono traslazioni e l'elemento di contatto del fascio di traiet- 
torie—oricicli, centro. Per trovare la forma più generale di queste 
traslazioni si può partire dalle (17) o dalle (18) e porre al 
solito : 


do =, 008° — y, Seno, Y —%X%,81% +%,0089% 2 = 


Xx =axc0sx+ysena, y—=—xsenx+ycosa e —=% 


e così si ottiene 


ea 
(19) e=(1-5 costx)2+ (147 senz. cose) Y, + 


rei 


il 


Tsene cosa T° i 
uuune___—_—_I}gx, + eri Ut 


(E cosa+ senz) 


9 4 


[oi 


x 


i T 
+ (cosa — 7 sena) o 


n° 
+ (1 ae netza 
s 2 


Le (19) sono le formule generali cercate: esse per x = 0 dànno 
pileperia= le (18). 

Le traiettorie di questi movimenti (ove s'immagini « fissa) si 
ottengono osservando che per essi al solito 


(FEE) NC gave y silly è 


n Tio 
e (sona i cosa )zo +3 (5 sone + cosa) Yo t 


e inoltre dalle (19) si ricava facilmente: 
x C08x — y Sena — 2 — %o C0S% — Y, Senx — 20 


e però il fascio di traiettorie è il fascio di orzcicli: 


(21) e +9 —e—S(xcosx — ysena — 2) 0 















di 
Il cui elemento di contatto con Lasciato 0 fentra I 
dinate: | oi pi Gu 3 
AR C,:C,:0, = c0s4: — sena.:i NA 
Troviamo anche qui la distanza di due SISUISRE cori 
(1,42) (201Yo 43) 81 ha la (ve inoltre: i 


22 


LR, + Yo — #4, 0 + Th n na PE (cOSx.%,— SEN. Y— 2 


Se è è la distanza: n : 






















platy @+y$_s riti 
| nu "24 ma 26) 1 l'lgz 31 

pa agree spe na e 
VIET +, — 2 — (cos xt, — SNA Y = 80) ) — (4° +u° — 





2 


2 “Li | 1 È so 
— Cal (Cosa 4%, — Sena y, — va 


0 nto Yo Ba 


si ha (a parte il segno) : 


via 
thò = 





2 


e per 7 infinitesimo: 





i Infine la lunghezza di un arco di oriciclo compreso dra due 
© menti corrispondenti è: i 
È _d POP | 
È V—-3 


sl 
ap 
Li movimenti (semplici) DA 
k°: (a) Rotazioni proprie intorno ad un Se dsnti della i 


, 


reale con traiettorie circoli di 1° specie. 





GA 


(6) Rotazioni improprie intorno ad un elemento della regione 
ideale, con traiettorie circoli di 2° specie. 

(c) Traslazioni lungo un fascio di oricicli, che possono con- 
| —siderarsi come rotazioni il cui centro è l’elemento di contatto, 
. sull’assoluto, del fascio di oricicli-traiettorie. 

23. Veniamo a considerare le simmetrie nella metrica iper- 
bolica, cioè le omologie armoniche che hanno per centro e asse 
polo e polare rispetto all’assoluto; il loro numero, come è evi- 
dente, è 00° e ripetendo un ragionamento del tutto analogo a 
quello tenuto nella metrica ellittica (n° 12) si trova: 

Se a:b:c sono le coordinate lineari di un elemento della 
forma di 2° specie l’equazione della polare rispetto all’assoluto, 
d+y —e°=0 è: 


axr+by— ce 20 


e le equazioni della simmetria sono: 





., (Ca+b—c)x — 2a(by—cz) 
Kt — } 








Ve PIPE EU RT a 
,_ (@—b° —e)y—- 2b (ax — cz) 
Ta a DI, 3 





2e (ax + by) 
at + b° — e? 





Ana (a + bD° + e) e 


Qui le simmetrie sono di due specie: Se il centro è nella re- 
‘gione reale allora: a° + b° —c°<o e la simmetria si riduce 
i ad una rotazione di 7 intorno al centro (simmetria rispetto ad 
«un centro); se il centro è nella regione ideale, e l’asse nella 

regione reale a? + 6° — cè >o0 ela simmetria è rispetto all’asse: 


Nel 1° caso posto 
SIA a A b 
LV Ve — af — Bd ; VE a — ; 


+ C 
ri rioni RTS ea e 
Ì Ve Sat: 





hag 


a A RE, 
IT LEA 7 WRITE AE EA VATI 


Rene te, 

si ha: 
(1) r=z(2*— + Pa +2%(fy— 12), 
yi (e att BAY 20 (e 
e 2- (0° ++ )2z+2y(22+ 89) 


ove: a° + 8° =y° — 1 e il centro di simmetria ha le coordi- 
nate x, f,y 


\ 


Nel 2° caso posto: 


a b 
gio re ati ei A 
r; 70 ©“ LEE 
Var+ dî — e Va + —@ 


C 





n/ 


I — gag rn er 
Va? + b? eee. e 
le equazioni della simmetria rispetto ad un asse sono: 


(è 





a=(—a+8°— 
y_ (a —P—1)y—_2b (cx — yz), 
e (e ++ )2z— 2Y(cx + 89) 








ove: x° + 8° =1+y° e l’asse di simmetria ha le coordinate 
a, pic- 

24. Due figure sono congruenti se possono trasformarsi l'una 
nell’altra mediante un movimento, ed esse hanno i segmenti 
e gli angoli corrispondenti uguali. Nella metrica generale il mo- 
vimento è individuato quando si conoscono due coppie di ele- 
menti corrispondenti. Sia @ una quadratica (assoluto) e siano 
A, A'; B, B le due coppie corrispondenti; dovrà essere 
| AB|=|A'B'] cioè se la forma di 1° specie (A, B) incontra 
l'assoluto negli elementi I, .J e la (A', B') negli elementi I’, J' 
si dovrà avere (1) (IJAB) — (IT A'B'). Siano 2, j, è’, g' le tan- 
genti a © in I, J, I, J, da A e A'conduciamo le due coppie 
di tangenti a 0; #,, #, da A con gli elementi di contatto T,, 
Te 


AA 2 


la proiettività su © individuata dalle terne IJT,;IJT, fa 


FO et IT i RA A AT ie o lc ano 


da A' con gli elementi ds contatto T,, T°,. Come 
si. sa le due quaterne IJT,T,; I'JT',T°, sono armoniche e però. 











ig 


corrispondere a T,, T°,. Questa proiettività pone una omografia 
nella forma di 2* specie nella quale due forme di 1° specie 
corrispondenti sono determinate da due coppie di elementi cor- 
rispondenti su 9 e due elementi corrispondenti sono i poli ri- 
spetto a © di due forme di 1° specie corrispondenti. Questa 
omografia è individuata dalle due quaterne di elementi: L'="< - j, 
I,J,T,;L=y-%,1,J,T,.In questa omografia 9 corrisponde 
a se stessa, alla forma (I, J), la forma (I, J), ad A, A' e 
però per la (1) a B, B. Due elementi uniti dell’omografia (reali 
o immaginarii coniugati) E, F saranno su © e il terzo (reale) 
è l’intersezione 0 delle tangenti e, f in E, Fao. Ora osser- 
viamo che per una coppia di elementi corrispondenti, passa una 
quadratica (traiettoria) che ha in E, F un doppio contatto con 0. 
Difatti nell’omografia le (E, F), e, f sono unite e però se 
C, C è una coppia di elementi corrispondenti su 0, si ha: 
E (OFAA) —_ E (0 FCC); F (EOAA’) — F(EOCC) ma per una 
nota proprietà delle quadratiche E (OFCC') — F (EOCC) segue 
quindi E (O FA A) — F(EOAA)q. e. d. Poniamo (E, F)=0 
e consideriamo la forma (A, A) =/ e sia 0. =H. Poichè 
la traiettoria per A, A' e la 0 hanno un doppio contatto, le 
polari di H rispetto ad ambedue coincidono. Sia % la polare 
comune; 4 passa per O, incontra / nell'elemento H' coniugato 
armonico di H rispetto alle due coppie A, A' e /.0, ed è coniu- 
gato di / rispetto a 9 come anche sono coniugate rispetto a 
- Q,0e h, e le forme (0, A), (0, A) cono. Inoltre gli ele- 
menti M=0.(0, A), M=o (0, A’) sono corrispondenti. 
Queste proprietà proiettive trasportate nella metrica generale 
danno luogo alle seguenti proprietà relative ai movimenti : 

«Date due figure congruenti F, F' è determinato un movi- 
mento che fa corrispondere le due figure ordinatamente elemento 
per elemento». 

Questo movimento o rotazione nel senso più g generale si 
ottiene facendo corrispondere due segmenti AB, A'B' ordinata- 
mente uguali delle due figure congruenti ; CARI le forme 
(A, A') (B, B)) e nei centri C,, C, dei segmenti AA’, BB' con- 
ducendo le forme %,, 4, ortogonali; l’elemento O che queste 
due forme hanno a comune e la polare o rispetto all’assoluto 


e gno 


sono il centro e l’asse del movimento. La metrica essendo ellit- 
tica, ovvero il centro di rotazione cadendo nella regione reale 
nel caso della metrica iperbolica la rotazione ha il suo centro 
in O ed è determinata dalla coppia di forme corrispondenti 
a=(0,A)@a =(0,A);l’ampiezza della medesima è data dal- 
“l'angolo @.@'. Se la metrica è iperbolica %,, 4, possono essere 
non concorrenti; in tal caso il centro di rotazione è nella regione 
ideale, ma l’asse penetra nella regione reale, ed è ortogonale 


ad 4,, h,. Gli elementi M, M' ove le forme a, a' condotte 


per A, A' ortogonali all’asse 0 lo incontrano, sono corrispon- 
denti, quindi | MM'| è l’ampiezza della rotazione di 2* specie. 
Potrebbero infine /%,, /, riuscire paralleli, in tal caso il movi- 
mento è una traslazione e sull’oricielo per A, A' arco AA' segna 
l'ampiezza. 
Si è supposto che %,, ’, siano distinte : Se coincidono allora 
considerando le forme (A , A') (B, B.): 
a) Se il loro elemento d’incontro è nella regione reale 
questo è l’asse di rotazione. 
b) Se sono non concorrenti la forma ortogonale comune 
è l’asse. 
c) Se sono parallele il movimento è una traslazione. 
Se nelle considerazioni proiettive precedenti; supponiamo che 
gli elementi uniti E, F siano immaginarii coniugati e l’asse 0 
si assume come forma all’infinito di una metrica Kuclidea il cui 
assoluto è dato da 0; E, F,si deducono considerazioni e costru- 
zioni analoghe nella geometria Euclidea per quel che riguarda 
le rotazioni a quelle che si sono fatte nella metrica ellittica e 
iperbolica. Se poi %,, /, riescono parallele, tali sono le forme 
(A, A°), (B, B) che divengono le traiettorie della traslazione 
e la lunghezza costante | AA'|=|BB'| dei segmenti che uni- 
scono due elementi corrispondenti è l'ampiezza della traslazione. 
25. Consideriamo ora due forme (II), (II,) e supponiamo che 


sulla 1° si sia posta una metrica ellittica, nella 2% una metrica 


parabolica. Siano (£, n) le coordinate lineari di un elemento 





e 


e TI 


P, 
La 
A 
È 


di (1), e (2, y) quelle lineari ortogonali (Cartesiane) di un # 


‘elemento di (11,) e sia 
(1) &e+n=1 








Rat pi 


l'equazione dell’assoluto in (1), abbiamo visto (n° 8) che le for- 
mule : 


(2) ca ae i dae 
e RE 7 1g 
a fg IURIS A 
e) | E i ia 
1—-n (1 — n) 


pongono una corrispondenza fra (11) e (Il,) in modo che ad un 
elemento di (II,) corrisponde un elemento di (Il), ma ad un ele- 
mento di (Il) corrispondono due elementi di (II) in simmetria 
ortogonale rispetto all'asse y—0; inoltre alla regione reale di (11) 
(interna all’assoluto) corrisponde la regione di (II) per la quale 
xo, e alla regione ideale di (11) (esterna all’assoluto) cor- 
risponde la regione di (II,) per la quale «<< 0; alla forma 
y=0 di (II) corrisponde l’assoluto di (1), alla n=0 il cir- 
colo a +y° —=1 di (II). Alle forme di 1° specie di (11) la rete 
di circoli ortogonali all’asse y==o in (11) e viceversa; alle 
e =m y= n di (II,) corrispondono il fascio di forme di 1° spe 
cie: m(1 — n) — & per l’elemento £—=0 n= 1 sull’assoluto, e 
il fascio di oricicli & + n? —1+n°(1— n) —=0 ortogonale al 
fascio di forme precedenti; assumendo questo doppio sistema di 
luoghi ortogonali in (I1) come sistema coordinato l'elemento lineare 
diviene 


0s* +e MMI 
Yy° 
e l’angolo di due direzioni : 


Sy — dydx 
igo = sd da da 
dedx + dydy 


Se poniamo e = x + iy C—=x-— dy e osserviamo che uno degli 


affissi 2 o € serve a determinare il medesimo elemento nella 
regione reale della (Il), l'elemento lineare diviene: 


ded% 


2 


Y 


(3) der gra 








rs gara 
e l'angolo di due direzioni: 


(4) 


dio _ dede, 


de, .d2 


Si è visto inoltre che il gruppo di sostituzioni lineari in (I1,) 


che trasformano la rete di circoli ortogonali all'asse y=0 in. 


se stesso è dato dalle: 


ic dini ab—cd=1 
cc+d 

ove a db cd sono numeri reali: 0 come si dice dal gruppo delle 
sostituzioni Fuchsiane, e poichè in questo caso (a +d)f >o le 
sostituzioni sono di 3 specie: 

1° Ellittiche se (a+ d)< 4. 

2° Iperboliche se (a+d) 4. 

3° Paraboliche se (a + d)°— 

Esse inoltre trasformano in se stessa ciascuna porzione in 


cui la forma Euclidea (M1,) è divisa dall’asse y=0 (e dalla. 


forma di 1° specie all’infinito). 

Interpretando le sostituzioni Fuchsiane ri forma iperbo- 
lica (01) risulta che esse formano un gruppo di trasformazioni 
proiettive che trasformano in se stesso l’assoluto e perchè sono 
in numero 00° esse rappresentano appunto il gruppo dei movi- 


menti nella forma iperbolica (11). Ora dall’essere a, 0,c,d reali 


È . as4- bi - at+ d 
risulta che se # — —- si ha anche pr Lara e se 


ce+d cc+d 
2,3, Sono due elementi di (II) e 2’, , 2°, gli elementi corrispon- 
denti si ha: 


e, CE FIS a) A 


Viceversa se 2,,2,;2,,4, SOno due coppie di elementi corri- 
spondenti che soddisfano alla (*) la sostituzione reale: 


, r Vai r 

ei ST Ci 4 STR Cd —7 
P ; . , Po _ . 
249 Gir; & #9 nt) 


fa corrispondere appunto a 2,,,,61362571,42,61:5s- Ora 
vediamo d’interpretare geometricamente la condizione (*). Con- 














Meat gg ns pene 

sideriamo in (II) la forma di 1° specie 

(5) d_-al+0)=0 

ove a e p sono reali; se % e % sono reali, poniamo: 


_ m_ dk La hi + dk 
RE TRA O 

ove x è un parametro reale, e vediamo che valore devono avere 

h e k; sostituendo nella (5) si trova che % e % debbono essere 

radici dell'equazione 


a —-2ax — p=20 
equazione che ha due radici reali. Ciò posto, osservando che 
ta Ii at a 
(I)? 
spondenti a 2, ,2,, se per brevità poniamo (21, 4,) =(#13 4336363) 
avremo : 


, se), }, sono 1 valori del parametro corri- 





4) 
6 È) A II N TT RT ET) I e raggi RTAS 
( ) ( 19 5) ( Ie, Lal 2) Ai +3,)} 


ora osserviamo che per \ —0,)—= co si ha: 
casio, Racch 


e poichè % e % sono reali 2,, 2, appartengono all’assoluto e però : 
(A, :;0,0) =e”° ove dò è la distanza degli elementi 2, , 2,; 
ora se poniamo: | 2,2, ]=(4,,2,,%,%) si ha 


À pò 
fas] —:(M ipo è 
A 
e per la (6) si ha 
4 [2,42] 


(6') (Figo) 


(1 go EA ) 25)? 


e poichè ( 2,1;2,) > 0 la (6°) trasforma la (*) nelle: 


[sla eee ded 


I Reit RT a A e ia n ent el Nel 
ARA RAVE AO TRE tt 0A È o a raga 0 


PR AL AA "PPT 


S2 100.22 


quindi ritroviamo le condizioni che i due segmenti corrispon- 
denti debbono essere congruenti. 

È facile vedere a ciascuna delle tre specie di sostituzione 
Fuchsiane quale movimento corrisponde in (Il). Perciò osser- 
viamo : 

1° Se la sostituzione 


(7) age rat (ad — be = 1) 
cec+d 


. 


è ellittica, i valori di 2 per cui 2' = sono due e immaginarii 
coniugati, poichè (a + d)°< 4, siano p,é essi sono gli affissi 
di un unico elemento unito nel movimento corrispondente in Il, 
elemento che è situato nella regione reale, e perciò il movimento 
corrispondente è una rotazione di 1° specie: posta (1) sotto la 
forma : 
(7) ‘aci —_ Point 

- Ages 0) nz 
Si dimostra come nel caso della metrica ellittica mediante la (4) 
che © è l'ampiezza della rotazione. Le traiettorie sono date dal- 


l'equazione : 
mod. (2 — p) — y. mod. (e — è) 


ove y è una costante come è evidente della (7). 
2° Se la sostituzione 


i: az + db 
geni 


(ad — be=1) 
cec+d 


(7) 
è iperbolica i valori di 2 per cui 2° — 2, sono reali e distinti p, , p, 
e in tal caso essi sono gli affissi di due elementi dell’assoluto 
(o —=0)di II che sono uniti e reali e però le sostituzioni Fuchsiane 
iperboliche rappresentano delle rotazioni di 2* specie il cui asse 
ha per equazione : 
(e) -ale+0=p 


ove p; € ps sono le radici dell’equazione: 


xo — 2ax — 020 











è 
Te "a E E 
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e però p e a sono determinate dall’uguaglianze : 


La sostituzione si può porre sotto la forma: 


(7) A pe rg ee i (KS1) 
4 — Py & — Py 


e poichè K —(2,2,p,,0,) =|[2,2 |], siha che log. K ci dà am- 
piezza della traslazione sull’asse. Le traiettorie di (1) sono le 
corrispondenti di quelle di (II,) e quelle sono circoli per p,,,; 
quindi le equazioni delle traiettorie sono: 


p+ge+0+r=0 (9, coniugate, r reale) 
Ove p,,P, siano radici dell’equazione : 


C+(9+Y)z+r=0 
e però: 
G+S pg) rv P,Py 
e quindi potremo porre: 
DIARIO 


2 


() Renna +43 


e però l'equazione delle traiettorie è: 


® AT +) +3e-0+ np =0 
3° Se infine la sostituzione (7) è parabolica i valori di 2 per 
cui 2 '—-2 sono reali e coincidenti p e in tal caso essi sono gli 
affissi di due elementi coincidenti sull’assoluto di (II) che sono 
uniti e però le sostituzioni Fuchsiane paraboliche rappresentano 
delle traslazioni. La sostituzione si può porre sotto la forma: 


ILE SI e 


2 — p 2— p 








Gr) + ce 


ove c è reale; le traiettorie (oricicli) si ottengono dalle (8) per 











P,=P,=P; esse sono: 
(8) e -pe+0)—t9(—-0)+p=0 


Le proposizioni inverse poi sono evidenti. 
26. Se . è una variabile reale e p = p, — pi — 23 l’espres 
sione: 


(1) 2 ep, — De ; sa LI 
fer pu Poli 
Soddisfa identicamente, come è facile verificare, la (8) del 
numero precedente: quindi ad ogni valore di 1. corrisponde un 
elemento della traiettoria (8); per u=0,p = 00 si hanno gli 
clementi p,,p, di contatto con l'assoluto. Se p. , p' sono due ele. Ve 
menti corrispondenti poichè: 


Pi — iu'P 2 


pw W 
Si ha dalla (7) a 
psi 
ovvero se Ò è l’ampiezza della traslazione sull’asse di traslazione : 
(2) UST e us 


Per soddisfare identicamente la (8) possiamo porre come è — 
facile verificare: i # 


23 Sl 
e=zpt+ —— sa 
1+ 23 c i 
ove p. è un parametro reale: e si ha dalla (7°) 
(3) u Tute. 


. Ciò posto facciamo le seguenti osservazioni: Se p è laffisso | — 
di un elemento della regione reale; il sottogruppo delle rota- 
zioni intorno a p è, come si è visto: 

(4) ; i RISI: 10 dt) 


POI n) 20 
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È I: dt 2nr 
gruppo delle S* conterrà delle rotazioni infinitesime; se 0 — — 


m 
ove n e m sono interi fra loro primi il gruppo delle rotazioni è 


ciclico, e tutte le rotazioni si ottengono dalla S di ampiezza 





; esse sono: S°,S,5°,...S"-!; questo gruppo di 


di, 2r 
minima — 
Mm 


rotazioni è propriamente discontinuo in ogni parte della regione 
reale; viceversa se vogliamo che un gruppo di rotazioni intorno 
ad un elemento p della regione reale sia propriamente discon- 
tinuo deve il gruppo essere formato dalle successive potenze di 


3 ita : : to, Ir 1 
una rotazione ciclica di ampiezza minima — ove m è un nu- 
Mm 


mero intero finito (v. n. 4°). Inoltre osserviamo che se una rota- 
zione trasforma un elemento della regione reale in un elemento 
infinitamente vicino essa è infinitesima se il centro di rotazione 
dista di un segmento finito dall’elemento in questione; dalla (4) 
si ha: 








bilie (e — p) (£ — ©) (eo 1) 
i pr @® 
€ pero: 
DLE DA rn aa | PetPezti Î 





Si Adria 

FRGS91 
avremo se | # — 2 | è piccolissima per uno speciale valore di 2 
che tale deve essere |" — 1|; è però ® q. e. d. Il sotto 
gruppo delle rotazioni che hanno per asse la (*) (n.° preced.) 
è dato dalla (2); tutte queste rotazioni formano un fascio di 
proiettività i cui elementi uniti sono up 0 p—=00. Se S è 
una rotazione di ampiezza è, il sottogruppo generato da S è 
S° S S° S°...8”... costituito da infinite proiettività ma discon- 
tinuo; se S,,5, sono due proiettività (3) corrispondenti alle 
ampiezze ò, , è, si hanno a considerare due casi: 

1° $ò,,0, sono commensurabili; allora se ò, è la massima 
comune misura si avrà dò, = md,,d, =nÒò, e però le sostitu- 
zioni di ampiezza d, , dò, sono le potenze di una medesima sosti- 
tuzione di ampiezza È,. 


‘e poichè se r è finito e positivo per ipotesi 
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2° Se d,,ò, sono incommensurabili (vedi n.° 5) si possono 
determinare due numeri interi m ed » tali che mò, — nò, = e 
ove e è un ampiezza piccola a piacere e in tal caso la sosti- 
tuzione S,”.S,_” è infinitesima. 

Di qui segue che inversamente perchè un gruppo di rota- 
zioni di 2° specie che hanno uno stesso asse direttore sia pro- 
priamente discontinuo debbono tutte le sue sostituzioni essere 
potenze di una tale rotazione S di ampiezza minima È. 

Osserviamo poi che su di una speciale traiettoria due ele- 
menti sono infinitamente vicini la rotazione è infinitesima; poichè 
dalla (2) si ha 


DS 


ucuTpw lea 1) 


e se |p—u|<<e deve essere anche è piccolissimo, ece. 

Infine se consideriamo tutte le traslazioni che hanno per 
traiettorie uno stesso fascio di oricicli ‘esse formano un gruppo 
rappresentato dalla (3) e c si dice ampiezza della traslazione; 
come nel caso precedente qui si può asserire che condizione 
necessaria e sufficiente che un gruppo di traslazioni che ammette 
per traiettorie un fascio di oricicli sia propriamente discontinuo 
è che tutte le traslazioni del gruppo siano le successive potenze 
di una traslazione di ampiezza minima c. Ed inoltre se una 
traslazione fa corrispondere due elementi infinitamente vicini 
della regione reale essa è infinitesima. 

27. Ciò premesso è facile trovare le condizioni alle quali 
deve soddisfare un gruppo d’infiniti movimenti perchè sia pro- 
priamente discontinuo in tutta la regione reale. 

Intanto i singoli sottogruppi, ciascuno dei quali è formato dei 
movimenti che ammmettono un fascio comune di traiettorie, deb- 
bono soddisfare alle condizioni del numero precedente; inoltre 
considerando l'insieme dei centri delle rotazioni di 1° specie 
dico che esso deve essere isolato e i suoi elementi limiti sono 
sull’assoluto. 

Difatti fissato un elemento L qualsiasi della regione reale, 
il quale potrebbe anche essere un centro di rotazione; due ipo- 
tesi possono farsi: 














PT) 


— 105 — 


1° O esiste un intorno di L nell'interno del quale non ca- 
dono, oltre L al più, centri di rotazione, e in tal caso se o è 
la distanza del centro di rotazione più vicino a L, da L, il 
cireolo di centro L e di raggio p è il massimo, di quelli di 
centro L, che non contengano centri di rotazione, oltre L al più. 

2° O per qualsiasi valore di piccolo a piacere esistono 
nell’ interno del circolo di centro L e raggio p dei centri di 
rotazione in numero infinito; siano 0; 0;, 3 +02; e 8Îano 
Mir Miri Mi, ge i rispettivi cieli i quali sono numeri in- 
teri e finiti; di qui segue che dovranno aversi almeno due centri 
0,,0, contenuti in un intorno quanto si voglia piccolo di L, 
tali che ad essi corrispondano due rotazioni di ugual ciclo 
m, =, =m. Ciò posto non ci rimane che ripetere quello che 
è stato detto al n.° 17 per provare che in tal caso il gruppo 
ammettèerebbe un movimento infinitesimo e perciò sarebbe impro- 
priamente discontinuo in tutta la regione reale. Di qui seguono 
alcune conseguenze: 

Il sistema dei centri di rotazioni è isolato nella regione reale 
ma i suoi elementi limiti sono sull’assoluto. 

Il gruppo è propriamente discontinuo in tutta la regione 
reale; difatti dato un elemento M della regione tutti i suoi 
corrispondenti per le sostituzioni paraboliche, iperboliche, cadono 


fuori di un intorno di M finito, che se in un intorno per quanto 


si voglia piccolo di M cadessero elementi corrispondenti di M, 
nel gruppo vi sarebbero sostituzioni infinitesime. Inoltre abbiamo 
visto che si può determinare un numero r finito e tale che se me 
è l’affisso di M e a, quello del centro di rotazione propria, 
oltre 2 al più, vicino più degli altri a # si abbia | m—-a; |> 
e perciò, poichè per ipotesi il gruppo non ha rotazioni infini- 
tesime, pel n. 26 si può determinare un intorno finito di M 
nell'interno del quale non cade nessun elemento corrispondente 
di M per rotazioni. Infine possiamo asserire che dato un ele- 
mento M qualsiasi della regione reale è sempre possibile deter- 
minare un intorno finito di M e tale che tutti gli elementi cor- 
rispondenti di M per i movimenti del gruppo cadano fuori del- 
l’ intorno. Si ha in altre parole, che se un gruppo di movimenti 
è discontinuo e privo di sostituzioni infinitesime è propriamente 
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discontinuo in tutta la regione reale. Di qui segue che anche 
tutti gli elementi corrispondenti di un elemento M formano un 
insieme isolato; essi si vanno addensando in elementi dell’asso- 
luto perchè è facile vedere che sull’assoluto il gruppo dei mo- 
vimenti è impropriamente discontinuo. Difatti dato un elemento 
qualsiasi X della quadratica, gl’infiniti elementi corrispondenti 
di X si andranno addensando in elementi limiti della stessa 
quadratica. 

La condizione di non ammettere movimenti infinitesimi che 
è necessaria perchè il gruppo sia propriamente discontinuo è 
anche sufficiente perchè se il gruppo non fosse propriamente 
discontinuo nell’intorno di qualche elemento della regione reale, 
esso ammetterebbe movimenti infinitesimi. Possiamo quindi dire : 

Perchè il gruppo di movimenti non abbia movimenti infini- 
tesimi debbono essere soddisfatte le condizioni seguenti: 

a) I movimenti parabolici e iperbolici che hanno le stesse 
traiettorie debbono essere le successive potenze di uno stesso 
movimento di ampiezza finito. 

b) Le rotazioni del gruppo debbono essere cicliche. 

c) I centri di rotazione debbono formare un insieme isolato 
nella regione reale. 

Quando queste condizioni sono soddisfatte; il gruppo di movi- 
menti è propriamente discontinuo in tutta la regione reale, lo è 
impropriamente sull’assoluto. In altri termini possiamo dire che 
la condizione necessaria e sufficiente perchè un gruppo d’infiniti 
movimenti nella metrica iperbolica sia propriamente discontinuo 
in tutta la regione reale è che non abbia sostituzioni infinitesime. 

Questo teorema enunciato per il gruppo di sostituzioni Fuch- 
siane nella forma Euclidea corrispondente alla iperbolica, è dovuto 
al Poincarè. 

Sia, ad esempio, il gruppo di movimenti rappresentato dalle 
sostituzioni : 


A, para A;f t B, 


rei (2;d, — Bye=1) 
Yi + d; 
ove %;, Bi} Y:; d, si prendono tutti i valori interi, sostituzioni che 


x . 


sì dicono unimodulari. Questo gruppo è propriamente discon- - 
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tinuo in tutta la regione reale non lo è in ogni elemento dell’asso- 
luto la cui coordinata x è razionale. Difatti 
1° Essendo «;, &;, {;, ò; interi il più piccolo valore che può 
prendere | èj — x, | dopo 1 è zero e se x, —Îd, la (2) diviene: 
; LE + di 
dz 
VE + x; 
e set=y;.=0;|a|=1l1ezZ2z; quindi il gruppo non 
ammette sostituzioni infinitesime e però è propriamente discon- 
tinuo nella regione reale. 


mM . . . . 
2° SezZzax=— ove m,n sono primi fra di loro, esso si 
n 


può considerare come corrispondente dell’elemento x —= 0, difatti 
per x—=0 sì ha dalla (2) 


Do Coen di 
9; 
; A Mm Tardi 
e se vogliamo che — — — ; «, e y, sono determinati dalla: 
Ò; n 


na, —-m{;=1. 


Ciò posto, dato x — MP c° ove to RES 
n n n n 
e piccola a piacere, x e x' come corrispondenti dello 0 mediante 
le sostituzioni S,., 5, corrispondono fra loro mediante la $, . S,7*. 

28. Se un gruppo di movimenti è discontinuo (propriamente) 
nella regione reale è chiaro che sarà possibile decomporre questa 
regione o una parte di essa in una infinità di pezzi che godano 
le proprietà seguenti (1): 

a) Ciascuno dei pezzi corrisponde a un movimento del gruppo; 
se le sostituzioni rappresentative dei movimenti le indichiamo con: 


e = fi (2) 


<e essendo 





(1) La teoria delle Sostituzioni discontinue è dovuta principalmente 
al Poincaré e al Klein, che la hanno posta a base della teoria delle 
Funzioni Automorfe (Per la bibliografia vedi E. Pascal: Repertorio di 
Matematiche, vol. I, Hoepli). 
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possiamo dire regione R, quel pezzo che corrisponde alla /; (2); 
R, sarà la regione corrispondente alla sostituzione identiea R,. 
Quando l’elemento 2 appartiene a R,, l'elemento f;(2) appartiene 
ad R,. Tutte queste regioni sono congruenti, perchè si trasformano 
l’una nell’altra mediante un movimento. Questa divisione in re- 
gioni è regolare, inquantochè deformando in modo continuo le 
regioni si può generare un nuovo modo di divisione in modo 
che, una data regione del nuovo modo di divisione coincida con 
una, pure data, delle antiche; difatti applicando alla regione R, 
trasformate di R, mediante la f; (2), la sostituzione f, (4) del 
gruppo si ha quella stessa regione che si sarebbe ottenuta dalla 
R, trasformandola mediante la f; (fi (2)) = fi; quindi alla R, cor- 
risponde la R, e alla R, la R,, pure della detta divisione; si vede 
inoltre che ogni regione del nuovo modo di divisione coincide 
con una regione del modo primitivo. Quindi la ricerca dei gruppi 
discontinui di movimenti si può ricondurre all’altra di suddivi- 
dere la regione propria o una sua: parte in regioni fra loro con- 
gruenti. 

Due di siffatte regioni che confinano mediante un comune 
pezzo di contorno si dicono adiacenti. Sia R, la regione fonda- 
mentale, R, una regione limitrofa, AB il pezzo di contorno lungo 
il quale confinano; AB si dice lato di R,. Se si suppone che 
una parte della regione propria sia stata divisa in regioni con- 
gruenti, vi potrebbe essere una parte del contorno di R, che 
servisse di confine con una parte di forma di 2° specie che non 
è stata suddivisa in regioni R; questa porzione di contorno sì 
dice ancora lato di R,; essa potrebbe appartenere all’assoluto e 
in tal caso il lato si dice di 2° specie; altrimenti il lato si dice 
di 1° specie. 

Le estremità di un lato di R, si dicono vertici; essi sono 
di 3 sorta: 

1° Vertici che appartengono alla regione propria; di 1° specze. 

2° Vertici che appartengono all’assoluto e che separano due 
lati di 1% specie; di 2° specie. 

3° Vertici sull’assoluto e che separano un lato di 1° specie | 
e un lato di 2° specie; di 3° specze. 





S. 
>: 
All 
À 








“una rotazione propria di ampiezza 7. In tal caso la f, (2) è 
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x . 


Se l'elemento 2 è interno a R,,f;(2) è interno ad R, regione 
tutta esterna a R,, perchè l'essere il gruppo propriamente dis- 
continuo porta con sè che la divisione in regioni R divide la 
ragione propria o una sua parte una sola volta e senza sovrap- 
porsi, e però non si possono avere in R, due elementi corri- 
spondenti o ambedue interni o uno interno, uno sul perimetro; 
perchè se per quanto piccolo si determini R, non si verificasse 
la precedente proprietà, il gruppo non sarebbe più propriamente 
discontinuo in ogni elemento della regione propria. 

Se invece ), è un lato di R, della 1° sorte, un elemento di ., 
appartiene a due regioni contigue R,, ER, e quindi si può con- 
siderare ), come appartenente a R, e se f, trasforma R, in R,, 
fr * trasformerà R, in R, e _, in un altro lato \, di RK, il 
quale separerà R, da R', corrispondente di R, nella f,_!. I 
lati %,,%, si dicono coniugati. Ora di un lato ), non possono 
essere coniugati due lati X,,X', altrimenti vi sarebbero due 
trasformazioni f,_'(2), f,°'(#) che trasformerebbero KR, contiguo 
e R, lungo .,, in R, e però ad un elemento di R, corrispon- 
derebbero due elementi di R, che si corrisponderebbero nella 
f, (2) -f,7' (2). Però potrebbe darsi che si avesse f,_! (2) =f, (4) 
e però la f, (f, (2) ) si ridurrebbe alla sostituzione identica; in tal 
caso il movimento corrispondente nella regione propria di f, è 


della forma: 


Era MORI. Arai 
ala) @ Arena 


se a è l’elemento unito. In tal caso la sostituzione precedente 
o rotazione trasforma ), in se stesso e però ), passa per a e 
‘si spezza in due parti fra loro congrnenti (metà) allora possiamo 
considerare a come vertice e le due metà di %, come lati distinti 
e fra loro coniugati. 

Di qui possiamo dedurre : 

1° I lati di 1° sorte sono distribuiti in coppie di lati coniugati. 

2° Due lati coniugati sono congruenti. 

8° Gli elementi del perimetro di R, escludendo per ora i 
vertici, sono coniugati due a due. 
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Di qui segue che se i lati di 1% sorte sono in numero finito 
essi sono in numero pari 2%, due a due coniugati, quali in ge- 
nerale %;,, %;+, (1 <#< n). In questa ipotesi aggiungiamo le 
seguenti considerazioni: %,, separi le regioni congruenti R,, R, 
trasformate l’una dall’altra mediante la f,; poichè X, è coniugata 
di %,,..,la f,+, trasforma R, in R,+,, ma f, trasforma X, +, 
in),, mentre f, +, trasforma ), in %,, +, © però si ha 


— 1 


Per brevità indichiamo con fi ... fi - fi, + f; (*) il risultato delle 
sostituzioni applicate successivamente sull’elemento 2. Sia R, la 
regione corrispondente alla R, mediante la f; e X,; X,+, due latj 
coniugati di R,, i, © i corrispondenti di R, la sosti- 
tuzione fi. f,. pi fa corrispondere ad un elemento di Ni 
un elemento di Lato se quindi R, è il poligono del gruppo 
adiacente a R, lungo 0 , R, quello adiacente a R, lungo è,, 
si ha: che se la sostituzione per passare da R, a R, è f;, 
quella per passare da R, a R, è f;.f,f °, e la fi per pas- 
sare da R, a R, è data da f;.f,.f; .fi=fi-fs; € la sosti- 
tuzione che fa passare da R, a R, è fi. fp. 5 ni fi. Queste 
osservazioni ci dànno modo di trovare quale è la sostituzione 
che corrisponde ad una data regione Ry. Sia A un elemento 
interno a kR, e B un elemento interno ad R., e uniamo questi 
due elementi con un arco finito che non passi per nessun yer- 
tice e incontri ogni lato una sola volta; se questo arco, come 
si suppone, ha tutti i suoi elementi a distanza finita dall’as- 
soluto, incontrerà un numero finito di regioni perchè in ogni 
pezzo della regione propria non limitato dall’assoluto per la 
discontinuità del gruppo non possono entrare che un numero 
finito di regioni R,; è poi facile vedere che queste regioni R 
a due a due adiacenti ricoprono una regione a connessione sem- 
plice che può essere tutta 0 in parte limitata dall’assoluto. Difatti 
dato un poligono R,; o un suo lato è sull’assoluto o è di 1° specie 
ed in tal caso si ha un poligono adiacente lungo esso. Ciò posto 
suppongasi che il detto arco esca da R,ed entri in R, tra- 


b) NICE 


(#) Da destra verso sinistra. 
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nella Rg 
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versando il lato X,,, la sostituzione che segna il passaggio è 
fa, + © Supponiamo poi che detto arco attraversi le regioni 
Re Re Rg,=R, e che esca dalla regione Reg per entrare 


si attraversando il lato 2,), la sostituzione che 
dA Ù 


segna il passaggio sarà fg, .f.,-fe, ° e però la sostituzione che 
porta da R..a Rg SEA AI ANI CI canti Si ha 
VS i i i È i i 


quindi la relazione: 


(1) fg = fg. fa. lo 1) 


i+1i 
alle (1) aggiungendo l'identità f, =f,, si ha con successive 
sostituzioni: 


fe, fa ta fa fa, 


ove gli indici «,,«,;..., sono fra i numeri 1,2,... 2n e 
possono essere tutti o in parte fra loro uguali. Ora fg, è una 
qualsiasi sostituzione del gruppo e le f, ,f,,--.f. sono le » 
sostituzioni e le loro inverse che trasformano l’uno nell’ altro due 
lati coniugati di R,. Di qui segue intanto che ogni sostituzione 
o movimento del gruppo è combinazioni di » sostituzioni f , f, ; » + f,, 
e delle loro inverse, le quali si diranno formare la base del 
gruppo di movimenti. Ora siccome è unica la sostituzione fg, che 


trasforma R, in Rg, seguendo per andare un altro cammino pos- 
siamo incontrare un altra successione di poligoni e avere 


ini, 


ove anche le f,; .../,, sono le sostituzioni fondamentali fi ; f, - - f,, 


(tutte o in parte, ripetute o no). Avremo quindi dalle relazioni 
della forma 


I (PE PRADA 


ZA 
\ 


ovvero notando che f—!, =fy _. n potremo serivere 
Ù t 


(2) SE Dre cielay fa + nre fa, + n=! * 
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La (2) si ottiene considerando un circuito chiuso che parte 
da un elemento di R, e vi ritorna dopo avere attraversato un 
certo numero di poligoni. Più generalmente posso considerare un 
circuito chiuso che attraversi i poligoni Ri : R, AE Tiri R, 

1 


0 
tra i quali non sia compreso R, ma questo ci porta a delle rela- 
zioni del tipo (2). Difatti supponiamo di percorrere il circuito 
in un certo senso a partire da R, se poniamo (*)f, ®=fi.f, fi! 


la relazione a cui dà luogo il circuito chiuso è del tipo: 
CLIO 


Ora la f;_! che trasforma KR; in R,, trasforma il precedente cir- 
cuito in uno del tipo (2), d’altra parte per i valori (*) la (#5) 
diviene | 


pote 


i =1;fa la: lag FA 


[o 
[l 


come si era affermato. Ora ci domandiamo: quante sono le rela- 
zioni precedenti, indipendenti? Siano A, , À,,....A,i vertici 
di R,, tutto in giro ai quali si connettono poligoni del gruppo e 
che sono come vedremo i vertici di 1° specie; siano R,, Red; AR 
Rg © = R, i poligoni che si connettono intorno ad A,; un cir- 


cuito infinitesimo che giri intorno ad A; darà la relazione: 
(3) ta () - fa, vo la, 0 = 1 lan 1 ,2 peso p). 


Ora io dico che le (3) al massimo sono tutte le relazioni 
indipendenti che intercedono fra le f, , f, .. . fan. Perciò facciamo 
le seguenti osservazioni: 

1° Ogni circuito chiuso infinitesimo intorno ad un vertice di 
un poligono R dà luogo ad una relazione (3) come risulta dalle 
considerazioni generali precedenti. 

2° Un contorno chiuso AMA che non contenga nel suo in- 
torno nessun vertice dei poligoni R dà luogo ad una relazione 
identica; difatti questo contorno si potrà dividere in due parti 
AMB; ANB e se AMB traversa i poligoni R,, Ra, sa Rg in- 
B 
i 


contrando i lati %,, My (#0)... i i) ANB traverserà la stessa 


serie di poligoni incontrando gli stessi lati e però ambedue 
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danno la sostituzione: f,, - ILNEZE f,, € però il cammino AMBNA 
da la sostituzione identica: 


| (Rea 


3° Sia dato un contorno chiuso (y) che racchiuda w vertici 
di poligoni R, siano L, M due suoi elementi, spezziamo l’area 
chiusa da (y) in due, mediante il cammino LM; si hanno così 
i due contorni (Y,) + ML, (Y.) + LM, se gli elementi L, M spez- 
zano (y) in (Y}); (Y.); e supponiamo che il contorno (,) +LM 
racchiuda un solo vertice. La relazione relativa al contorno (Y) sia 


(4) Inf da i 


E chiaro poi che, se la trasformazione relativa al percorso (,) 
è complessivamente 5 , quella relativa al percorso |, è 3 , si 
: 2 


avrà identicamente : 

(4). Inc. i 3=h, fn 

Sia f, la trasformazione relativa al percorso ML, quella relativa 
al percorso LM sarà f, —!. D'altronde la trasformazione corri- 


spondente al percorso (Y,) ML 6h «fx, quella relativa al 
percorso (Y.) + LM è h, .f,7!, e si ha identicamente 


ea, 
e per la (4) e per la (4): 


ili fa ft: 2251 

e però la (4) è una conseguenza delle: f;, . fi '=1,fn.f,=1 
Quindi ad ogni circuito che comprende y. vertici si possono so- 
stituire v. circuiti elementari intorno ai vertici di R e a cia- 
scuno di questi circuiti elementari si può sostituire il corri- 
spondente intorno ad un vertice di R,. Questo teorema può 
subire un ulteriore determinazione ma prima veniamo a fare 
altre considerazioni sul poligono R,. 

29. La condizione alla quale è assoggettata ogni regione R, 
di contenere cioè un solo elemento corrispondente ad un ele- 
mento dato, non è tale da definirla completamente, anzi dato 


8 





ei fate : CATASTO E SOLI AE, gt: E i] 
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un gruppo discontinuo & ad esso corrispondono <nfinite decom- 
posizioni della regione interna all’assoluto in regioni R. Sia 
infatti una prima divisione corrispondente al gruppo G e R, la 
regione che si assume come fondamentale, S, una sua porzione; 


indicheremo con: S,= f;.S, la regione dedotta dalla S, mediante | 


le f;,S; è la porzione di R;,= fi . Ro SET di S,. Sia he 
un’altra sostituzione di G e S,=/f,-So; 5,0=/,9.8; ove 
O =f fo f7! siavià:S,0=f ff 
Indichiamo la sostituzione f; . f, con fi, e la regione S, con S.;; 
deduciamo dalla R, una nuova regione R, togliendo la S, e 
aggiungendo la $,, avremo R, = R, + S,— So. Ora dalle ugua- 
glianze precedenti si deduce Sd, = fi Pi . So = fia SAICAAZDE 


f.R,=fiRo+fi.S—fi.S=Rh+8S,=S=R0 


Ora è chiaro: 
1° Che in R, non si hanno due elementi corrispondenti 


(escluso il contorno) perchè tale proprietà ha luogo in R, — So 


e ins, e quindi in S, e inoltre un elemento di S, è corrispon- 
dente di un n di So e non di R, — So. 

2° Che in R, vi è il corrispondente di ogni elemento di Ri, 
poichè in k, — S, vi è il corrispondente di ogni elemento di 
R, — S, © in S,, il corrispondente di ogni elemento di S, e ad 


un elemento di R., corrisponde un solo elemento di R', e vice- | 


versa per il numero 1°. 

Si ha così una nuova divisione nella regione propria della 
forma di 2° specie in regioni R; soddisfacenti alle note condi- 
zioni e corrispondenti al medesimo gruppo G ed è chiaro che 
se due siffatte divisioni hanno una regione comune coincidono. 


Si è supposto che S, faccia parte di R,, ma S, è data ad. 


è 


arbitrio, quindi in generale S, è esterno a R, e così S,, a R; 
e le regioni R sono formate di tI pezzi separati R,— &,, Si . In 
particolare se supponiamo, che: 

a) So sia contigua internamente a una porzione del contorno 
dito: 








Vj 
i dè bd i 
a x n] i » Le p è x | s 
A at e ita 


b) Che f, trasformi uno dei lati comuni a S, , È, nel coniu- 


gato; 


ae TT > : SEL pr Goo LARA SCA 








per 
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Sarà S, contiguo esternamente a uno dei lati di R, e 
così Si contiguo esternamente ad uno dei lati di R, e in tal 
caso Ri; è di un sol pezzo (e a un sol contorno 0 semplicemente 
connessa). Ciò posto sia in una certa divisione corrispondente 
al gruppo G, R, il poligono fondamentale, siano ), ),+, due 
lati coniugati rispetto alla f,, A,B i due estremi (vertici) di 
Ap 3 A, B' i due estremi di X,,4,,; uniamo A, B col segmento AB 
di forma di 1* specie, e supponiamo che la regione S, limitata 
da i, © AB sia tutta interna e R,, avremo allora: R, = S, + 
+ (R, — S;); la f, trasforma X, in X,+,,; gli estremi A, B negli 
estremi A',B' e però il segmento AB nel segmento A'B' e la 
So nella S, (congruente) limitate da ),4+, e dal segmento A'B'; 
la nuova regione è semplicemente connessa e per le conside- 
razioni fatte precedentemente può essere presa come regione fon- 
damentale di una divisione poligonale corrispondente al gruppo 
e inoltre due lati coniugati sono sostituiti da segmenti rettilinei. 
Se il segmento AB fosse tutto esterno a R,, A'B' sarebbe interno 
e allora basterebbe aggiungere S, e togliere S,; se infine AB 
attraversasse ), S, sarebbe di più pezzi Si ga 6. RA saro 
dei quali alcuni interni ad R, altri esterni e se S,° è esterno 
il corrispondente S,° è interno è viceversa; dunque basta to- 
gliere da R, quegli S, che cadono internamente e aggiungere 


quegli S,° che cadono esternamente e fare inversamente con 


gli Sia Procedendo così per ogni coppia di lati coniugati sì 
può giungere ad una divisione della regione propria tale che 
nei poligoni R; i lati di 1° specie sono segmenti rettilinei a 
due a due congruenti; i segmenti di 2° specie poi sono archi 
di assoluto; siffatti. poligoni li diremo normali. Però dato il 
gruppo G la condizione che i poligoni della corrispondente di- 
visione siano normali non vale ancora a determinarli comple- 
tamente e però: Un medesimo gruppo Fuchsiano può essere 
generato da un infinità di poligoni normali R,. Perciò basta 
osservare che se S,, posta internamente a R,, è a lati retti- 
linei, e So, Ro hanno almeno un lato ), in comune e si toglie 
da R, la S, e si aggiunge la S, trasformata di S, mediante 
la f, che cambia ., in %, +, il nuovo poligono fondamentale 
R, — S +5, è normale. 
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Ora dato un poligono R, i cui lati siano di due specie; 
archi di assoluto e n coppie di lati rettilinei, in modo che i 


lati di una coppia siano congruenti, sono determinati n movi- 


menti e le sostituzioni corrispondenti che trasformano l’uno 
nell’altro i lati di una coppia e però è determinato il gruppo 
generato da questi » movimenti; ma si domanda: Questo gruppo 
è privo di sostituzioni infinitesime? O in altri termini i poligoni 
dedotti da R, mediante le sostituzioni del gruppo ricoprono, com- 
pletamente e una sola volta la regione propria o una sua parte? 
Questa questione si riduce all’altra: Un poligono normale R, 
corrispondente ad un gruppo & non deve soddisfare ad altre 
condizioni oltre quelle imposte ai lati? A questo proposito ve- 
niamo a fare le seguenti considerazioni rispetto ai vertici di R,. 

Un grappo di vertici corrispondenti si dice formare un ciclo. 
Fissiamo un senso di descrizione del contorno di R, in modo 
che un elemento, percorrendo il contorno in questo senso incontri 
i vertici in un certo ordine. Assumeremo questo senso come po- 
sitivo, negativo l’opposto. 


Siano A-1A, = Ar+azi Ag+a =2 ARI 


p 
due lati coniugati, f, la sostituzione che trasforma %, in X,+, 
e quindi R, in R, congruente ad R, ed adiacente esternamente 
ad esso lungo %, + ,,; il movimento corrispondente porterà dunque 
A,-1 80 A,+, © A, SU A,+,-1 Quindi queste due coppie di 
vertici sono coniugate e però porremo A,4,=Ap-1®, 


A,+,-1==A,; se dunque il senso positivo sul contorno di 


Rit Al ARIMA =ASMA, _;, il senso posi- 
tivo su R, sarà dato da A,_® A,® e però il senso positivo 
di R, determina su R, il senso negativo. Ciò posto possiamo 
stabilire la seguente regola per trovare successivamente i coniu- 
gati di un vertice A,_, di R,. Sia A,_; un vertice di BR, e 
stabiliamo sul contorno di R, un senso di descrizione, p. e. il 
positivo, sia X, il lato di R, consecutivo di A, -1, \)+,=%p 
il lato coniugato, A,+, il vertice consecutivo di ),+,, Sarà 
A+, coniugato di A,-, in f,; sia X,+,+: il lato consecutivo 
di A, 4a, XAp+tna+1= +2 +1 il coniugato, A;+s,+1 il ver: 
tice consecutivo, A,4,,+, corrisponderà ad A,+, mediante la 
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ea ecadA,,-, mediante la f;,4-,+:-/0+, ecc. Così pro- 
seguendo si otterrà una successione di vertici appartenenti ad 
uno stesso ciclo e due vertici consecutivi sono l’uno l’origine 
l’altro il termine di due lati coniugati descritti nel senso po- 
sitivo. È chiaro intanto che, perchè possa proseguirsi questo 
processo, deve ogni lato consecutivo di un vertice avere il suo 
coniugato e però deve essere della 1° specie: se si arriva ad 
un vertice il cui lato consecutivo è di 2° specie cioè un arco 
di assoluto il procedimento è arrestato; e chiaro poi che muo- 
vendosi su R, a partire da A,_, nel senso negativo si possa 
procedendo in questo senso applicare il processo precedente, 
con le limitazioni sopradette. 

Ciò posto i poligoni generatori R, danno luogo a tre cate- 
gorie di cicli. 

a) Sia in primo luogo un vertice della 1% categoria cioè ap- 
partenente alla regione propria, i vertici corrispondenti saranno 
tutte della 1° categoria, 1 lati che comprendono ciascuno di 
questi vertici sono della 1° specie. Segue che partendo dal vertice 
A,-; nel senso positivo del contorno di E, e applicando il 
procedimento precedente si ha la successione di elementi (lati, 
vertici): 


RS, dp; FATA ) Daria ’ FRE ) Sti ) DS vt 13 
Pato Ap+gntoo Aztsnta: dI Aa Ret Kt da LR) 
Mp+(i+ 1) tig Ap+i+o)nti... 

Ora questa operazione può essere proseguita senza limiti, ma 
siccome i vertici di 1° specie di k, sono in numero finito si 
deve di necessità pervenire ad uno dei vertici precedenti, e di 
necessità il primo vertice della successione che coineide con uno 
dei precedenti è A,_, perchè il ciclo può essere in tal caso 
cominciato da uno qualsivoglia dei suoi elementi. Di qui segue 
che partendo da un vertice di 1° categoria ‘n un dato senso ap- 
plicando il procedimento precedente si ottiene la successiva chiusa 

di elementi: 


* - 
(5) TSE ig N ARE Lote pd E LATE A+ 9n+13 A 


Aptantar dntgantor Aptantoree Aptinti1: Aptamti? 
Ip+(i+nntis Ap_a 


LN Re" 





PORTI dedi 


ove Ap+(i+oyn+=AÀp-: e il cielo ha # +1 vertici, lo indi- 
cheremo così: 


[Assai Aia Ataf IL WIC RANE RTS Als preti 


Procedendo nel senso inverso si avrebbe : 


(Asi: Aptintim1se** Ayt3n+s5 À 34-gncni A+) 


Un siffatto ciclo si dice della 1° categoria. | 

b) Il cielo è formato di tutti vertici di 2° categoria; in tal 
caso è chiuso. Difatti un vertice di 2° categoria è compreso fra 
due lati di 1" specie, e siccome tutti i vertici del ciclo sono, 
per ipotesi, di 2° categoria, applicando il processo precedente 
in un dato senso si ottengono come lati consecutivi dei vertici. 
corrispondenti, .lati di 1° specie e il procedimento precedente si 
può applicare indefinitamente come nel caso superiore e siccome 
i vertici di 2° categoria sono in numero finito, siamo nelle stesse 
condizioni di prima; e partendo da un vertice B,_, di 2° ca- 
tegoria si avrà il ciclo chiuso: 


(Ba-1, Bata Batont1 i Batantop 00 Badge 


c) Il ciclo contiene vertici di 2* e 3* categoria: In tal caso 
il cielo si dice di 5° categoria, esso è aperto: difatti uno dei 
due lati che comprendono un vertice di 3° categoria appartiene 
all’assoluto e però non ha coniugato. Sia dunque C,._, un ver- 
tice del ciclo e applichiamo l'operazione precedente nel senso 
positivo, se il 1° vertice di 3° categoria al quale si giunge è G,,_ 
di 2° specie il processo è arrestato. 


Si ha: (rio, Ag Ahi Cisa PAR Vr de Cito Cn I 


Se C,_, è di 2* categoria; possiamo applicare nel senso 


inverso partendo da C,_, il procedimento precedente e ci arre- 


steremo al 1° vertice C_,» di 3° categoria al quale si giunge; 
si avrà: 


e, A: A A Ural Ar+n—23 Rene 


Il ciclo è dunque aperto e i due vertici d’arresto sono C_mi, 
C,, di 3° categoria; tutti gli altri sono di 2" categoria. 5, “A 
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30. Ciò posto supponiamo che R, abbia un cielo di 1* cate- 
goria. Se rappresentiamo i vertici di un ciclo, per più sempli- 
cità con (A, A, A”, ...A!-') avremo: 


AO = AM) ne E AS) A , h=k(m). 


Sia fx la sostituzione del gruppo di esponente minimo, che fa 
corrispondere ad A‘, A‘, la quale si deduce facilmente dalla suc- 
cessione (*), fi! trasforma A in A e però R, in R, = f,_!. Ro 
il cui vertice A, è corrispondente al vertice Al% di R, e coincide 
con A; A, = A e ai due lati che comprendono Al in R, 
cioè %,_,, %, sono corrispondenti in f,7! i lati i, a di 
R, che comprendono A° = A,% in R,. Ora tutti i poligoni 
come k, che corrispondono ad kR, e hanno un vertice comune 
con esso, ricoprono intorno a questo vertice l’intero giro una sola 
volta. Intanto ad ogni sostituzione f,, che cambia A in Al eor- 


risponde uno di questi poligoni R,=f,‘. R, ed è chiaro 
Inoltre che date due sostituzioni f,, f,%=|=% (#) e che perciò 
fanno pendono ad A, due vertici diversi del cielo, i poli- 
goni R, = hi R,, Rx = Ra R, corrispondenti non possono coin- 
® . DELE Î k Ò Ca 
cidere perchè i vertici ee, A corrispondendo a due vertici 
A,, Ax di R, non sono compresi fra coppie di lati congruenti 


ì . . . (Fk “(k . . . 
ed inoltre gli angoli A A saranno in generale disuguali 


le 
e d'altronde non si possono in parte ricoprire perchè il gruppo 
è propriamente discontinuo: Se invece /,, f. sono tali che 
h=} (n) cioè fanno corrispondere ad A‘ uno stesso. vertice, 
i poligoni R,. R, possono essere distinti ovvero anche coinci- 


denti e si ha in ogni caso AO = Su Consideriamo due sosti- 
tuzioni consecutive fi, fx+, Si ns corrispondere ad A(° 

A® e A&+*. si ha applicando il solito processo: AM %,, x, 
A+!) e la sostituzione che trasforma A in A+) è fonda- 


— 1 


- mentale e sia f (2). Si ha:fi+1=f. fi e però f;, = MERI aa 


Sia al solito @*)R,=f- Ro, Rr+,=/4 Boi Se f7! tra- 
r CI 6 . PI si k) . . . 

sforma %, in ), in R, e se in R,, ei a Duli sono 1 lati rispet- 

tivamente corrispondenti dei precedenti essi sono coniugati nella 
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sostituzione: f{=f'f7'f e si ha: (©) Raf 


essendo R”, adiacente a R, lungo 0a e per le Cal (#25) si-ha 


Ri=f;/R=f;'f'R=f5/f 7h. 
Ri 


mediante f.', 


e R,+, cioè i poligoni dedotti da R, 


Cia: 
= 
kt 1 


sono adiacenti. Così si ha una successione 
di poligoni che hanno il vertice in comune in A, e ricoprono 
intorno ad A, una volta la forma di 2° specie. Siccome gli 
angoli che hanno i vertici in elementi della regione propria e 
non sull’assoluto e lati distinti non sono nulli essi hanno un 
rapporto finito con 2 7. Di qui segue che il numero di questi 
poligoni R, corrispondenti di R, è finito e però vi sarà un 
ultimo poligono R,-, che ha un lato coincidente con un lato 


di R, per A; sia R,-_,=f (6).R.; f,-; trasforma AO in 


Q4 


AQ-*; allora R, =f,' R, è adiacente nel dato verso con 


R,-, e però R=R VOI f, trasforma A‘ in se stesso è 


(2A ) ” 
però qg=p.m. Se A0), A, sue Ag-1 sono gli angli in A 
dei poligoni R,, R,,... Ry_1 avremo: 


(1) AO LA + +A4% -02r 


(n 1 


DAI A, A, "po A (q—4) 
Ora A =A', A,=A",... Ag-1 E=A.,, ed essendog= 


— p.m si vede che sek<m e R=f-'R, si ha Rrx4n= 
fici @=0,.1,,2... p+1) mentre fe 


Î:+ p—1)m fanno corrispondere ad A‘ l’unito vertice Al e però 
avremo: 


A(ktm) STARE A(k+(p—_1)w) A (k 
(II) A 2 Am sas rem =ÀAk+p—1)m Sp 


ove k 0, 1, 2,...m— 1; se però è e 7 sono due valori! 


minori di p—1, avremo: 


A (in) A(14+-iîn) Ant_cit+in 


% LIS MH Li TA en 


A(gjn) A(1+jn) A(nT-1+in) 


= Ajn + Axk+jn vs ia + An-1+jn 














RES, IDRO RE 


ciclo. 





ESE Pa 
e però per è —0 

AS PANI +... + AMD 
SR A 


E infine per le (I) se dia | IX FLZAO 
rispondenti ai vertici del ciclo; si ha: 


sono gli angoli cor-, 


dn 


p 





(III) 40) +t A0) SO degli + A(Mm_-1) — 


Si ha quindi la proprietà fondamentale: 

«La somma degli angoli dei vertici di un ciclo di 1° cate- 
goria è una parte aliquota di 27 ». 

modiora Ax <è ‘un vertice del ciclo ‘e f, f;;... f le so- 


stituzioni di minimo esponente del ciclo e R,=f"' R,.... 
ba =f +}, R,, in ky, al vertice A© di R, corrisponde il vertice 


AI = AO: € poichè AM = A la f_‘ che trasforma R, in R,, 


Li 


lascia invariato A'9, quindi f-' e però f,, è una rotazione in- 
ni 


torno ad A“, mediante essa si passa da R, a R,, e per la (III) 


mm 


O . . x sd dv x . . 
l'ampiezza della rotazione è —— essa è quindi rappresentata 
p 
Dart 
da una sostituzione per la quale 4 =e P_. Quindi ogni ver- 


tice del cicto (A°,.,..Alf-1) è centro di una rotazione del 





gruppo di ampiezza Se se tale è la somma degli angoli del 
p 


31. Consideriamo un cielo (B°), B',... B‘) di 2° categoria; 
i vertici B‘) sono sull’assoluto ; se f; + ,,, è una sostituzione, ot- 


. tenuta col solito processo, la quale trasforma B, in B, (? <— m), 


PES : 421 c " x (i+ km) 
i TOA trasforma R, in un poligono R,+,,, il cui vertice B. oa 


corrispondente di B; coincide B. Come per i cieli di 1° specie 
si dimostra che se /;, f/+, sono due trasformazioni consecutive 

. — 1 — 1 . . 
peeiciocih.—f° ha, hip, — . Ro sono due poligoni 


i+ 


adiacenti e consecutivi nel verso di rotazione intorno a B,©) i 
poligoni si succedono in un determinato senso, e sono tutti con- 


peLa 
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tenuti nell'angolo (nullo) che ha per lati; il lato di R, al quale 


x 


è adiacente R,, e la tangente all’assoluto in B°; questa tan- 
gente #, con i due lati di R, uscenti da B® forma anzi due 
angoli, in ciascuno di questi angoli si ha una successione d’in- 


finiti poligoni R, corrispondenti di R, mediante le sostituzioni f; 


che si ottengono percorrendo su R, il cielo in un senso e _nel- 
l'opposto; in altri termini si ha intorno a B, una successione d’in- 
finiti poligoni tutti contenuti nella regione propria. La sostitu- 
zione f_ ' che trasforma R, in R,,, è tale che in R, f,, trasforma B‘® 
in se stesso e però il movimento corrispondente ha B° per ele- 
mento doppio, esso è però una rotazione di 2° speeie (movimento 
iperbolico) o una traslazione (parabolica). Nel II° caso la succes- 
sione dei poligoni R;, ricopre tutta la regione propria intorno 
a B° centro della sostituzione parabolica e però ogni archetto che 
sia tutto contenuto nella regione propria attraversa un numero 
finito di poligoni R,; nel 2° caso se f,,,f,, sono, corrispondente- 


mente ai due versi del cielo, le POStISIZIONI che fanno corrispon-. 


dere a B, B®, le rotazioni f', Si — di 2° specie determinano 
sull’assoluto, due proiettività iperboliche di cui un elemento unito 
comune è B° e gli altri elementi uniti siano Cl per la 1°, 


D9 per la 2*; ora le due forme h, = =(B,C0)h,=(B9 Do) 


comprendono un angolo (nullo), î hh, e la successione dei poli- 
goni è evidentemente tutta vigenti in quest’angolo; quindi in 
tal caso un archetto della regione propria che non incontri i 
lati dell'angolo attraversa un numero finito di poligoni R,, ne 
attraverso un numero infinito se un suo punto è sopra un lato 
di detto angolo. Nelle regioni poi, limitate dei lati %, 4, e da 
archi di assoluto, non si hanno poligoni del gruppo. Dunque: 
«Ogni vertice di un ciclo chiuso di 2* categoria è elemento 
unito di una rotazione di 2° specie o di una traslazione ». 
Ora il ripartirsi dei vertici di R,in cicli dipende, come si 
è visto, dall’essere, i lati di 1° specie ripartiti in coppie di lati 
coniugati, ma l’essere il gruppo discontinuo propriamente im- 
porta nei cicli di 1° categoria l’ulteriore condizione che le 
somme degli angoli di un medesimo ciclo, sia una parte aliquota 
di 2=. Ora importa osservare che viceversa « dato un poligono R, 
nel quale vi siano eventualmente lati di 2* specie, e i lati di 











Pit pie e 
x ? | mea e e, e 


1° specie siano ripartiti in coppie di lati coniugati, e i cieli di 
1° categoria, se ve ne sono, soddisfino alla precedente condi- 


zione; questo poligono R, genera un gruppo, propriamente di- 


scontinuo ». 
32. Supponiamo dato R, e su di esso la ripartizione dei 


suoi lati in coppie di lati coniugati; il corrispondente gruppo G 


è individuato, perchè sono individuate le sostituzioni fondamen- 
tali che trasformano un lato nel coniugato. Siano f", f",.... 
f® queste sostituzioni fondamentali e %;, );_-,, una coppia di 
lati coniugati trasformati l’uno nell’altro mediante la f©. Ap- 
plicando ad KR, le f° si costruiscono i poligoni limitrofi di R., 
e se R,é uno di essi le sostituzioni fondamentali rispetto a R, 


sono fl =f® f° f"7'applicando ad R, le f°° si ottengono 
i poligoni limitrofi ad R, ecc.... Veniamo così a costruire 


nella regione propria una rete di poligoni congruenti di R, due 


a due adiacenti lungo un lato di 1° specie. Ma finchè ci limi- 
tiamo a supporre soltanto che i lati di R, si associno in coppie 
di lati coniugati, due ipotesi possono farsi: 

a) O i poligoni così costruiti ricoprono tutta la regione pro- 
pria v una sua parte inferamente e una sola volta in modo che 
due poligoni non hanno altri elementi in comune all’infuori, al più, 
di un lato di 1° sorte di confine: in lal caso il gruppo generato 
da R, è propriamente discontinuo. 

5) O i poligoni così costruiti possono avere porzioni in 
comune, in modo di ricoprire la regione propria o una sua 
parte più volte o anche infinite volte e in tal caso il gruppo 
determinato da KR, non è propriamente discontinuo ma contiene 
trasformazioni infinitesime. 

Perciò supponiamo che i cicli di 1° specie soddisfino alle con- 
dizioni precedenti; allora se (A‘, Al), AM+) è uno di siffatti 
cicli e f; è la sostituzione dedotta secondo il procedimento del 
numero precedente, dalle sostituzioni fondamentali, la quale faccia 
corrispondere ad A‘ il vertice AM ove r<n e r=% (m); e SÌ 
vedrebbe, ripetendo le considerazioni del n.° precedente, che i 


. . — 1 . . . 
poligoni R={f- R, formano una successione che ricopre l’intero 


giro intorno ad A‘° e due poligoni R,, R;+: dedotti da R, me- 
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diante le due sostituzioni successive del cielo, f', f;°, sono 


adiacenti, e inoltre R,= f, _'.R=R° per q=:pm, essendo la. 


_ 


v 


somma degli angoli del ciclo usi 
Pp 


La sostituzione f,, trasforma A‘ in A ° e però è una rota- 


m 


i ! | i 27 a 
zione intorno ad A°, la cui ampiezza è appunto ——. Quindi 
p 


possiamo dire che intorno ad ogni vertice di 1° specie di R, 
(e quindi di ‘R,) appartenente ad un ciclo di mm vertici e di 


ar une: 1 Nes 
ampiezza —— si dispongono mp = gq poligoni R i quali rico- 
Pp 
prono completamente la regione senza sovrapposizioni. Se poi il 
vertice è della 2° specie e il ciclo corrispondente di 2* categoria, 
valgono anche le stesse considerazioni fatte nel numero prece- 
dente. Ora vogliamo dimostrare, che se A è un elemento di R, 
e B un altro elemento appartenente alla regione contenente poli- 
goni R, un arco che congiunge A con B attraversa un numero 
finito di poligoni R; cioè partendo da R, e procedendo lungo 
l’arco (AB) come nel n.° 28 s'incontra una successione di poli- 
gonì finita R,, Re | R6, ... Rg, i quali sono due a due adia- 
centi e tali che Rg, contiene B. Ora ogni poligono della suc- 
cessione R,; Rg ,... stacca sull’arco (A, B,) un arco parziale 
L) 1 r* 
Lg 


Pr 


il quale ha gli estremi sui lati ove Rg è adiacente al 
r 
: ese 
precedente poligono Bg e al seguente Re, ha: Siano Ra 0, 


lA ») questi lati sui quali insistono gli estremi di Lg; in tutti 


r 


i poligoni della successione: (*) R,, Rg ,... Rg, -.. nei quali 
1 


questi lati non sono consecutivi la lunghezza Lg, | dell'arco Lg, 


corrispondente non può scendere evidentemente al disotto di 


stai Ani inten ein 





i ne ° 
SM I e Pro 


una lunghezza fissa A;|Lg,|2A e siccome l’areo (A, B) è 


tutto contenuto nella regione propria e nessun suo elemento è 
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sull’assoluto; la sua lunghezza: 





°B 
1 EIA] BA 
[L= a Na+ dî ee 
A 
Sì 
È ALTA 
dà ea Va +y? ds (ea(8),y=Y(8) 


So 


è finita e però se n è tale che n» ]A|>|L], vi sono nella 
successione (*) al più » poligoni che soddisfano alla condizione 
precedente; sia # il loro numero; avremo su (A, B) # archi 
successivi (ma in generale non tutti consecutivi) ognuno dei 
quali insiste su due lati non adiacente del poligono al quale 
appartiene; sia Lg, l’ultimo di essi; per s>h gli archi Lg, 


hanno eli estremi su due lati consecutivi di Re cioè in oenuno 
B, 5 


di questi poligoni sottendono un vertice; ora se consideriamo 
re La ia 
due poligoni successivi, Re. B6.,, l’areo (A, B) per passare 


dall’uno all’altro attraversa il lato (fa) del 1°; ora può darsi 
che i due tratti Lg , Lg nr sottendano due vertici diversi, ov- 


vero il medesimo vertice comune a Lg , Lg che é uno dei 
s STt1 


due situati su .(P6). nel 1° caso la lunghezza dell’arco |Lg, + Lg, _. | 


non può essere inferiore ad una lunghezza data |A|e quindi 
siamo nel caso precedente e di siffatti archi non ce ne può 
essere che un numero finito; infine può avvenire che a partire 
da uno degli archi Lg. tutti 1 successivi si avvolgono attorno 


ad un elemento vertice comune di tutti i successivi poligoni 
incontrati da (A , B). Ora o il vertice è di 1° specie e i poligoni 
che può incontrare successivamente (A, B) sono in numero li- 
mitato ed è quindi limitato il numero degli archi Lg e poichè 


(A, B) è di lunghezza finita e fa quindi un numero limitato 
di giri intorno a detto vertice, segue che dopo aver attraversato 
un numero finito di poligoni si deve pervenire all’estremo B 
che sarà situato in uno di questi poligoni. Se poi il vertice è 


a pr EROI e di to) 


& 
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di 2° specie sull’assoluto, (A, B) non può girare completamente. 


intorno ad esso, anzi siccome deve rimanere utto nella regione 
occupata da poligoni nessun suo elemento può avere sull’assoluto 
se appartiene a un ciclo parabolico, o su una delle due forme 
limiti di 1° specie uscenti da detto vertice se appartiene a un 
ciclo iperbolico, quindi la suecessione degli archi Lg che sot- 


tendono il vertice in questione per quello che si è detto sopra 
è in numero finito. Quindi la proposizione precedente è com- 
pletamente dimostrata. In particolare un contorno chiuso che 
giaccia tutto nella regione occupata dai poligoni R attraversa 
un numero finito di poligoni. 

Siano dunque due elementi A in R, e B nella regione di 
piano occupata dai poligoni; congiungiamo A con B con un 
arco della specie precedente (A, B); esso incontrerà successi 
vamente i poligoni R, Ra, Re ..Rg, e l'ultimo contiene B; 


supponiamo di tracciare fra A e B un altro arco (A, B) anche. 


della stessa specie precedente esso incontrerà la successione di 


poligoni R,, Re,, Rg,,... Rg,; e B è situato in Bg, ora 0° 
Rg,= gr, e il gruppo è propriamente discontinuo, 0 Re, =|= Re, 


e il gruppo conterrebbe delle trasformazioni infinitesime perchè 
i due poligoni Rg,, Rg, avrebbero l’elemento B e quindi una 
Î v DA 


porzione in comune. Si ha dunque il seguente criterio per vedere 
se il gruppo generato da k, è propriamente discontinuo: Si 
prende un elemento A in R, e un altro elemento B situato 
nella regione dei poligoni R,; si unisce A con B con due archi 
qualsivogliano (A, B); (A, B) purchè contenuti nella regione 
occupata dagli R; seguendo ciascun arco le due successioni di 
poligoni attraversate dai medesimi devono condurre allo stesso 
poligono contenente B; questo criterio può essere modificato; 
ricordando quanto si è detto al n.° 28, seguendo l’areo (A_, B) 
che incontra la successione di poligoni R,, Ra,, R8,,... Re, ad 


: i : È IE tl o (Bv_a 
esso corrisponde la successione di sostituzioni fa;, fe ) cACTR È 


essendo Rg = Palio R,,_} e la sostituzione che trasforma 
8 S s_— 1 


R, in Rg, è fe — fa). pg , e la condizione prece- Vi: 
’ v di; do CAI 
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dente si riduce a questa: andando lungo l’arco (A, B) che 
incontra l’altra successione di poligoni Rx,, Rg,,.... Rg, e 


ai quali dànno luogo all’altra successione di sostituzioni fe, , 


Do, sa i ') si deve avere fe, slo se pla) f 


% r 
p do %g 


che è la sostituzione che fa corrispondere a B,, Rg,- Se ora 
percorriamo il circuito chiuso (A, B)+(B, A) la condizione 


precedente si riduce alla: Aa Rit pria lia) pi 33) pa d 


PRESS 
lu — 1; Quindi se a partire da A costruiamo un contorno chiuso 
(A, M, A) supponendo su di esso stabilito un senso, esso con- 
torno attraversa una serie di poligoni R,, Rx,,... Reg, ove Rg, 
contiene A e la condizione necessaria e sufficiente perchè il 
gruppo sia propriamente discontinuo è che R, — — Rg, qualunque 


sia (A, M, A); possiamo più generalmente enunciare il se- 
guente criterio equivalente al precedente. Supponiamo un cir- 
cuito chiuso y qualsiasi munito di senso che attraversi una 
catena di poligoni e dia luogo ad una successione di sostitu- 
zioni f,, f,,--. f,... la condizione necessaria e suffieiente 
perchè il gruppo sia propriamente discontinuo è che questa suc- 
‘cessione di sostituzioni sia finita e si abbia: 


ARA 


Ora se y non avvolge nessun vertice, spezzandolo con due 
elementi M, N nei due (M, N) (M, N) questi due pezzi par- 
‘tendo p. e. da M e da un poligono R. che lo contiene incon- 
trano la stessa successione di poligoni e attraversano i medesimi 
lati ed è evidente che giungono al medesimo poligono R, con- 
‘tenente N e però y soddisfa identicamente alla (*). Ma ciò av- 
viene anche se y avvolge un vertice che sarà necessariamente 
di 1° specie per la proprietà dei cieli di 1° categoria; difatti 
se V è siffatto vertice, intorno a V non vi è che una semplice 
successione di un numero limitato di poligoni che ricoprono una 
volta e senza duplicature il giro; quindi il circuito y dà eviden- 
lemente luogo ad una successione di sostituzioni il prodotto delle 
quale è una rotazione intorno a V di ampiezza 27 e però sod- 

disfa alla (*). 
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Se ora y racchiude più vertici vale la stessa proprietà; ap- 
plichiamo il procedimento da mm a m +1; sia M un elemento 
di situato in R, e percorrendo una volta il circuito a partire 
da R,, s'incontri la successione delle sostituzioni fi, ; fi, +-+ fiv; 


prendiamo due elementi C e D di y e uniamoli con l’areo (CD), — 


così spezzeremo il circuito y ne due archi y' contenente M e {T 
e avremo i due circuiti chiusi Y + (€, D); { +(D, 0.. Sup- 

poniamo che nella successione dei poligoni corrispondenti alla 
successione delle sostituzioni precedenti siamo R. , R, quelli con- 


tenenti C, D e sia fa la sostituzione a cui dà luogo l’areo (C, D) 
partendo da R, e che muta R, in R,; l’areo (D, C) partendo 
da R', dà luogo alla f, = (1° )' e che muta R', in R. ; siano poi: 
f° la sostituzione risultante a cui dà luogo l’arco (M, 0), a 
partire da R,, e che muta R, in R.. 

fy la sostituzione risultante a cui dà' luogo l'arco Y" a partire 

da R., e che muta R.in R,. 
f,la sostituzione risultante a cui dà luogo l’arco (D, M) a 

partire da R, e che trasforma R, in R.. 

Avremo: 


r ; ge e 
ina lat "dp fut 


Ora se y contiene m + 1 vertici supponiamo che il circuito f + 


(C, D) ne contenga 1 e y" + (D, ©), #2; ora questo ultimo circuito 
a partire da R', dà o alla successione di sostituzioni f, e hr 
quindi per le ipotesi fatte 








ji demo 
x f . . d ® . . . 
e però R, — R,; quindi f, trasforma R,in R, e il circuito 
Y +(C, D) darà luogo alla relazione : 
'AI Fg drm 
d e i 


ora possiamo scrivere: 


fr Saf = RRARf REA 


v 


è quindi soddisfatta la condizione (*) e R,—= R.. 
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È così dimostrato che se R, soddisfa alle precedenti con- 
dizioni sui lati e su i cicli il gruppo generato è propriamente 
discontinuo. 

Possiamo ora meglio precisare il teorema relativo alle rela- 
zioni fra le sostituzioni fondamentali; siano (Al) A" A”... AM) 
2r 





m vertici di un ciclo di 1* categoria e di ampiezza e 


p 
siano f f"...f le sostituzioni fondamentali del gruppo che tra- 


sformano A in A"; A' in A”,... AM-0in AMA. si è visto 
che la f f=—+ f è una relazione di vertice A‘, di ampiezza 


2r ARIE ; 
—-; quindi si ha la relazione: 


(1) [fo r@en .. fp=l 


Ora se si fosse considerato il vertice Al%—' del cielo si sa- 
rebbe avuta la rotazione: fl“—1 f' fl fO di centro A;_, e di 
2r 


ampiezza —— e però si avrebbe la relazione 
(2) lira E e 


ora la (2) non è distinta dalla (1); difatti dalla (2) si ha: 


- i TUONO e un — i p_— 
e 


Vee: — 1 |p 


ol 


? 


OVVero : 


ro 


Si È Pat gti — 1 — 1 ) 
i) i fe NE f[=jro pirtof va) | 


e ancora: 
/ fofe-a pl — hai | TRI [#0 e 
i. bs 


Si ha dunque: 

«Il numero di relazioni fondamentali che esistono fra le 
sostituzioni fondamentali di un gruppo discontinuo di movimenti 
è uguale al numero dei cicli di 1% categoria del poligono R, che 
lo genera ». 























gono R, con tutti i vertici di 1° specie e abbia 2n lati a e cr 
a due coniugati e p cicli, e immaginiamo staccato R, dalla ; 
forma alla quale appartiene e di deformarlo in modo da sovr: ap 2a 
porre due lati coningati e tutti i vertici appartenenti ad un “Sa 
medesimo ciclo. Si otterrà così una varietà chiusa W, in cor- da: 
rispondenza con R, la quale sarà in generale a connessione 
multipla mentre R, la supponiamo semplicemente connessa. Gli der 
elementi di R, e della varietà W, sono in corrispopuoHae dim 
nivoca eccetto: à 
1° Una sezione di diramazione tracciata su W, a ogni ele 
mento della quale corrispondono due elementi coniugati del ij 
contorno di R,. nol 
2° p. elementi eccezionali, situati sulla sezione di dirama- — ne 
zione e tali che ad ognuno di essi corrispondono tutti i vertici 
di R, appartenenti ad un cielo: La detta sezione è divisa dai 
u elementi eccezionali in » pezzi o lati ciascuno dei quali 60r- 3 
risponde ad una coppia di lati coniugati di R,, essa poi è a 
limite o contorno di una faccia semplicemente connessa come hai aa 
Abbiamo dunque sulla varietà chiusa W,: & vertici, n la PRIN è. 
1 faccia semplicemente connessa, se quindi p+1 (p30) è 
l'ordine di connessione per un noto teorema di Eulero si ha SR 


n_-u+1 
utl_n22—2p: A) pa — 


la (#)ove p è intero e positivo e almeno zero ci dice che 
È LE Sa eta 
nZ2v—1 e che la differenza fra il numero delle sostituzioni 


ci dà la somma di tutte gli angoli di R, la quale poichè Lo Si 
metrica è iperbolica, è minore di 2 (n — 1) e però: 


mia 





ui ali ren) 








bito £ 
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34. Le considerazioni precedenti si estendono anche ai gruppi 


discontinui di movimenti nella metrica Ellittica ed Euclidea; 


e troviamo con ragionamenti analoghi: 

« La condizione necessaria e sufficiente perchè un poligono 
R, generi un gruppo discontinuo privo di sostituzioni infinifesime 
è, che i lati (non appartenenti all’assoluto) si ripartiscano in 
coppie di lati coniugati, e i vertici (non appartenenti all’assoluto) 
in cieli tali che gli angoli di un cielo abbiano per somma un 
sottomultiplo di 27 ». 

Se poi R, ha tutti i lati di 1° specie come avverrà neces- 
sariamente nella metrica ellittica sta la formula (*) nel n° pre- 


cedente in ogni caso e la (**) si modifica nelle seguenti 


> a, = — 1 (caso Ud Si a, >n — 1 (caso ellittico) 


Ora le (5 e le (****. limitano le varietà dei poligoni R, e 
dei gruppi corrispondenti nelle due metriche: Euclidea ed EI- 
littica. 

Consideriamo il caso 1° della metrica Euclidea, e il poligono 
fondamentale R, generatore del gruppo propriamente discontinuo 


«di movimenti abbia 2» lati di 1° specie due a due coniugati 


e y. cicli. Supponiamo in primo luogo p. = 1; tutti i vertici di 
R, appartengano ad un sol cielo e la somma degli angoli del 


RAT TA, 
medesimo sia —; siccome questa somma coincide con la 


somma di tutti gli angoli del poligono, dovrebbe aversi per la (***) 





e 1 


(7, 


ed essendo % ed » interi e positivi { — 1 n—=2 la (*) poi dà 


= 1. R, è un quadrangolo con i lati opposti congruenti (paral- 
leli); le sostituzioni fondamentali del gruppo sono le 2 trasla- 
zioni che trasformano ogni lato di R, nel suo opposto, e si ha 


il gruppo discontinuo di movimenti generato da due traslazioni, 
gruppo che già abbiamo sonsigerato. Se si hanno più cicli ab- 


biamo le 2 relazioni: 


I © arti 
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le « sono al più uguali ad 1 e però: x, tz, +... tap <p 
e però n —-1<w e per le (*) 


p+tv—l<zut+dii p<xl; << Ple 


I11° caso p=zldà:n=p+1e però: a, +2, +... + au 
db ui liana ero SI 

Tutti i cieli hanno per ampiezza 27; li diremo cieli (1); 
cieli (2) gli altri. Ora dico che in generale non tutti i cicli (1) 
possono avere più di 2 vertici. Se ciò fosse si avrebbe 2n 3 3&; 
2nS33(n—1)e però a<3 e poichè n > 1 per la (#**)n 22, 
n=3. Il caso n —2, u=1 è quello trattato innanzi; il caso 
n—=3 dà un esagono con 2 cieli (1) di 3 vertici nel quale sono 
coniugati i lati opposti: ma questo caso non differisce dal pre- 
cedente poichè se /,, f,, f, sono le 3 sostituzioni fondamentali 
esse sono legate dalla relazione: f, « f,- f,=1e però f, = f;f, | 
cioè il gruppo generato dall’esagono coincide con quello gene- 
rato dalle due sostituzioni f,, f, e però il quadrilatero fonda- 
mentale dovendo essere di genere 1 ha i lati opposti coniugati 
e però è un parallelogramma. Se » > 3 si deve avere almeno 
1 ciclo con 2 vertici. Siano A, A',ivertici X,, X, i lati adia- 
centi ad A, X,, X, i coniugati adiacenti ad A'; la solita re- 
gola AX,X, A XA dà, che se f,, f, sono i due movimenti 
fondamentali individuati da X,,X,;),,%, avremo f,.f, =1 
f,=f, e però alle due coppie di lati %,,%,; %» }, coniugati 
possiamo sostituire una sola coppia di lati; così procedendo si 
arriva al 1° caso tipico del parallelogramma. | 

Nel 2° caso sì ha: p—_ 0, (0O)nazypt—-lj;ja+ta,+t...+° 
+ wu =4—2;se%cicli sono (1) si ha posto (1)u—-AZYvD50; 
Ia +ta,t + =v—2; e poichè az ZL 


(| 





Vite 
DATE 

Supponiamo v—= 3; se gli 4 cicli (1) hanno almeno 3 vertici, 
poichè i 3 cieli (2) hanno almeno 1 vertice avremo 3% < 2n — 3; 
ma per le (I) e (0) hR+v=/l+3zn+1 e però 38 Z 
2(h+2) — 3; A<1e peroh—=o, 1 —1; nel l°caso vi sono 


2; v<4 e poichè per la (Il) vy>2, y=3, v=4. 
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dei cieli (1) che hanno due vertici e questi possiamo mandarli 
via; rimane il 2° caso, possibile quando il cielo (1) ha 3 vertici 
e 13 cicli (2), 1 vertice; si ha così un esagono e sono coniugati 
1 lati consecutivi; se X,X,,,, X,, 2;X; sono i lati nell’or- 
dine di un verso, e D, E, Fi vertici compresi rispettivamente 
ira \) € XxX; X,6X,, \36X, i 8 cieli (2) sono (D), (E), (F); 
Se a B, C sono gli altri tre vertici si ha: A), X, B2,2, 
Ci, X, A e però se f, f, f, sono le tre sostituzioni fondamentali 
si ha f =f-'f,' e il gruppo può essere generato dalle 2 so- 


stituzioni f,, f,, il quadrilatero fondamentale di genere ‘o ha 

3 cieli e però due coppie di lati consecutivi sono coniugati e 

due cicli sono di 2 vertici un ciclo di 1 vertice. In quanto a 

questi cicli essi hanno le ampiezze legate dall’equazione 
ata, +21 


Una facile discussione porta a questi sistemi di valori per le «: 


1 1 1 
bn — «i Mana a Rd eo i eiiea 
3 L 2 

1 1 1 

sat, aZT, n e 

2 3 6 


be y—_4 si ha 3IZ2n—-4<Z2h+3)— 4, h1<2 e però 
3 ERO IAN pueendp 

«Il caso R=2 dà 4 cicli (2) di 1 vertice e 2 cicli (1) di 
3 vertici, caso impossibile se osserviamo che, perchè si abbia un 
ciclo di 1 vertice, i due lati adiacenti al vertice debbono essere 
coniugati. Il caso A =1 dauchl+v=5, n=4il poligono 
è un ottagono e si ha o un ciclo (1) di 4 va e 4 cicli (2) 
di un vertice; o un ciclo (1) di tre vertici e 4 cicli (2) dei 
quali, 3 di 1 vertice uno di 2 vertici. Nel 1° caso si vedrebbe 
che nell’ottagono ogni coppia di lati coniugati è formata di 2 
lati consecutivi e se f, , f,, f,, f, Sono le 3 sostituzioni si ha 
f,- f.- f,. f,= 1 e però possiamo sostituire all’ottagono come 
poligono fondamentale un esagono nel quale sono coniugati due 
lati opposti e due coppie di lati adiacenti; si hanno 4 cicli (2) 
due di un vertice due di 2 vertici. Il 2° caso è impossibile per 





















nio 


le stesse ragioni dette sopra; rimane % — o in tal ca | 
dei cieli (1) di 2 vertici i quali si possono sopprimere ; in 
caso ci riduciamo all’esagono precedente; l'equazione (1) div 
a,ta, toda? 
: 1 

e però a, — a, aa. a 
35. Nella metrica Ellittica non si hanno che poligoni. R 

di 1° Apotio; il gruppo generato da uno di questi poligoni ha 


fondamentali qui sono chi 


Perchè al solito x«,<1 si ha y> n —1; p<le però p où 3: 
I)nzu—1 e inoltre: CA +, +.. tap n u—2. . Supponiamo Do 
n 


i (II) a+ + + ay >Dvyv_2 


dovremo avere: 34 <2 (f+vy—1)— vw A<%y—-2 e poie 
per Do ht; sarà vS83 e però avremo y v= 8 e hs | 


tici ed è via solito un esagono x] quale sono cone It 
coppie di lati consecutivi e, come si è visto nel caso. preceden 
possiamo sostituire un quadrangolo nel quale siano coniugate 
due coppie di lati adiacenti. Se poi tutti i cieli (1) (meno. un 72 
al più) hanno due vertici possiamo farli sparire e quindi - ini 
ogni caso possiamo ridurci ad A —=0 e però y St e otti 
ud>2, L<A4; 3 e il poligono fondamentale è un quadri- 
Sa latero a 3 cio due di 1 vertice, uno di due vertici e sono cc da: 
I niugate le coppie di lati consecutivi; la (II) diviene 


a+a+a,>1 è; 


cc 
def 


Anche qui una facile discussione porta ai seguenti sistei 
















| ellittici del n° 17. 
- 36. Tornando alla metrica iperbolica. veniamo a parlare delle 
simmetrie. Esse come si è visto nei n' 17° e 18° sono rappre- 
| sentate da sostituzioni involutorie di 2° specie o riflessioni. 


— azz + d 


(ad — be = 1) 
— ce, +d 


de: 1 = 





20 ove qui a, db, c, d sono reali; perché sia involutoria deve aversi 
eg? = 1 da cui facilmente si deduce a — d—=0. La (1) rap- 
| presenta un omografia sulla forma ll iperbolica che trasforma 
l'assoluto in se stesso, però non un movimento. Perciò basta 0s- 
servare che la (1) si ottiene combinando un movimento con la 
sostituzione 2° — gg dae CUL (2) d  —& Yi y.e ricor- 


“rendo alle formule: 
ARIE aa 
pu - a liesea 
1-n (1—- n)? 
@) divengono : 
i 





C- cioè l’omografia (2) corrispondente in Il alle (2) è una simmetria 
ortogonale rispetto all'asse delle £ — 0 e però le (1) sono le 
risultanti di un movimento e di una simmetria rispetto all’asse 






















il cui asse è dato dall’equazione: 


cea — a+ 2) +60 
ovvero in coordinate £, 


(4) 2at+(b—-—cn-0b+606=0 


quale la (3) ove però a° — be =— 1. 

37. Vi è un metodo algebrico per determinare la forma 
tutte le trasformazioni lineari che servono a trasformare | 
quadratica in se stessa. Il metodo è valido per un numer 
qualsiasi di variabili: Sia la quadratica : 


(1) o=i du x; %a o 
| 3 D 
‘e poniamo i ae 
(2) Xx, =09; + IT; Bi o Eroi 
ove: 
1 
(3) Mea 2 Rin Zx ro >! Pin 8 


HEZ ho 2, Ss Di pi 2, 
È 


Ricavando dalle 1° le 2 e sostituendole nelle 2° e vicevers sà, ci 
. . Fo, DS 

possiamo esprimere lineamente le x, mediante le &; e viceversa. 

Noi vogliamo che questa perno sia tale che la quasi 








si può sempre scrivere trattandosi di variabili omogenee. 
formule di trasformazione delle £ nelle x hanno n? coeffi- 


(n+ 1) 
2 


e ienti ma la (5) porta 5 
















condizioni, quindi in tutto 


Sa HR. l . DO n n oasi 1 . . ec . . . 
angono arbitrarii (ATA coefficienti, cioè i coefficienti 


= 


de | PRI i . nn_-1 
della trasformazione si potranno esprimere mediante dea 


EN 


stanti. arbitrarie. 
 Sostituendo nella (5) le (2) si ha: 

Tano. 0,400 Yan (Gio Tao 1 xt) A D dint = 
i; ix 


ju 


ix G; dare) È) A (C;. Tr + ox T) + 0° Dax Ti TR 
fe; ix x 


DI Qix (GC; Tr + GT) — 0 


(DA 





he si può anche serivere 


 Drid amo o 


133 ae i 


ra per le (3) I 
SIR A » Chie na Da pp Da Mix Var 
i r % 


get - 


| 0 IV enna è (E avremo per la (6) 
5 I dl | DE TS Ain 0 

sostituendo 1 valori della (5) dati dalle (3) 

MEDE IAN dg A Piedi 

iò si hanno le condizioni : 


do Vir Ag + SI, paia Pireo) 










Dalle (7), (7) deduciamo ; 
Li A ; È n dC Gi 
(8) ASTRI a eertez 
2 x 2 
$ ga di LA Ù È rst dosi sua TASTO: E ; i Sa 


le formule più generali possiamo attribuire alle AG ne 


î 3 2g *. Pe, 
A nei - . bel i, 
9 ia er EA peri 
pi "l Dia Na 
SILE SUP ALA FONT ZI > 
FA A vede Mi a. 
- ‘Pe a Pa AC 
di SR 
i 188 __ È. 











a < ,-I 
PASS 


0 posto: Si Vir À,n — Wa Si ha o : È 
Wa Wei ue, 


I sistemi di equazioni che determinano le % e le ms 
NS e Mxr = A; I SE As P 


n(n—- 1) 
2 


Le W,, già sono in numero di 


speciali. Dalle (2) e ($) deduciamo se A è il deteri DI 
delle A,,, D quello delle aix, A‘; i minori degli elemei 
in A: | 


Dx — D Ai 4, AE, 2 A' W. * x 
Poniamo A,, 0 (2=|= 7) A, =D, ‘avremo: 
Nar = Arx de Min — W,. 


e le (3) divengono: 


1 di 
Ti = Wi 2% Gi x Axi &i 
e” % 


Li Ù] 
ELI VITE 
fa 


e infine per le (2). 


(7) s=0 Y Aus + Wa CA 


(7) =) Aug, — -y Wix 2% 


ovo: Wat Wa}. Wa=0 





enti uniti della ‘trasformazione sì ottengono ponendo 
E Ovvero: 









Test pp Wed+o]a — 0 








9 
ca LT PERSE Wix 
3 D 








Ao 3i Nix Xx 
alla 1° delle (8) si ha: I BR 


= 2o A È Au e GENI Do) Z Axy; > Aur x, — Ax; 


act 


— 140 — 
e inoltre: 
(0) (09 Recenti EEE I 
Le w sono determinate dall’equazione: 
o(Uu)=0 
Se moltiplichiamo tutti gli elementi della @ per A e poi ancora 


la © per A sì ha: 


A+! 0 (p) =|20 D_ Am Au—A,20d, Am Ano, “i 
% 








6) 
wÀ , $ WÀ o t 5, VG 300. | 


Eseguiamo il prodotto moltiplicando le linee del 1° per le co- 
lonne del 2°. Tutti i termini che si ottengono hanno A come 
fattore; dividendo dunque ambedue i membri per A” sì ottiene: 


9 





che è appunto K ove al posto di 6 sia posto w. Inoltre si ot- 
tiene confrontando il determinante del 2° membro con A, che si 
deduce dal medesimo ponendo in A al posto di @, o (1-%) 


6) ì) 
edi, (1 Unni 
D } D ( \ ); | 


A (© 7) PPITZA (e 1—-w%), — ne (1+ 1) 


Relazione dovuta al Cayley. 
Venendo al caso di n —=3 se: 


6 (0) = > Gin & tx Z0 


è l'equazione della quadratica le equazioni generali di una tra- 
sformazione proiettiva che muta l’assoluto in se stesso si otten-. 


si 


terne: 


nando le indeterminate u, v, w dalle 


” 


, r sono tre parametri arbitrarii ed è: 





















be” 


di omografie. I movimenti . . . 





rudini. VER LI Re RO 
menti infinitesimi nella metrica ge- 


tuzioni kleiniane e i movimenti . 
pi discontinui di movimenti e i 
Ma: 

coniugate. Riflessioni e simmetrie . 
rim nti e simmetrie nella metrica iper- 
istituzioni fuchsiane e i movimenti . 


iflessioni e le simmetrie corrispon- 


P7. . 


menti nella metrica Euclidea . . 


Ni 1-2; p. 7 e segg. 


Ni 3-4-5-6; p. 12 e segg. , 
N° 7; p. 30 e segg. nà 
N° 8; p. 33 e segg. 
N' 9-10-11-12; p. 36 e segg. ; 


Ni 13-14-15-16; p.49 e segg. 


Ned'Er pi 6o; 
N° 18; p. 72. 


Ni 19-20-21-22; p. 78 e segg. 


Ni 24-25-.-..-35; p. 94 e segg. 
N° 96:-p..13b. È 
N° 37; p. 136. i 
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